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lim∆→0

τ→0

P (n∆,kτ)
∆ = P (x, t)
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���
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� ���"
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"�����
P (n∆, kτ)

( �
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���� �� ���"
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P (x, t)

�� ��� �
���

[x−1]

#
� ��� ��
������
� �� �
� � � �������

p = q = 1
2

�� � ���
�
k = t

τ

%
n = x

∆

%
D = ∆2

2τ

%
ψ = ϕ√

τ

�

� � ����
���
 4� #�5 # �
 ������

� (1
2 (eiϕ + e−iϕ)

)k
= (cosϕ)k = ek ln | cosϕ| % k �
�� %

� �
 �"���
�

lim
∆→0
τ→0

P (n∆, kτ)

∆
= P (x, t)

(1.8)
= lim

τ→0

1

2π
√

2D

∫ π√
τ

− π√
τ

dψ e
−i x√

2D
ψ
e

t
τ

ln|cos(√τψ)|. 4� #��5
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 ��� ��
ln |cos(√τψ)| 
� ����
� ����� ��

�

ln
∣∣cos(

√
τψ)

∣∣ = ln(1)︸ ︷︷ ︸
=0

+
√
τψ

sin(
√
τψ)

cos(
√
τψ)

∣∣∣∣
τ=0︸ ︷︷ ︸

=0

−(
√
τψ)2

2

1

cos2(
√
τψ)

∣∣∣∣
τ=0︸ ︷︷ ︸

=1

+O
(
τ3/2

)

τ→0' −τψ
2
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,
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τ → 0
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P (x, t) =
1

2π
√

2D

∫
� dψ e

−i x√
2D
ψ
e−

t
2
ψ2
.
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∫
� dx e−ax

2+bx+c =
(π
a

)1/2
e

4ac+b2

4a ,
4� #��5
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a
%
b
%
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Re a > 0
% 4� #�� 5 �����
� �

��� �
�

P (x, t) =
1√

4πDt
e−

x2

4Dt .
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∂

∂t
P (x, t) = D

∂2

∂x2
P (x, t),
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P (x, t) ≥ 0,
4� #��5

∫
� dxP (x, t) = 1,

4� #�+5
lim
t→0

P (x, t) = δ(x).
4� #� 5
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 ��� ∂
∂tP (x, t) = D∆P (x, t)
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i=1

∂2

∂x2
i��� �� �
��
���
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P (x, t) =
1

(4πDt)3/2
e−

|x|2
4Dt .
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(∆x(t))2 =
〈
x2(t)

〉
− 〈x(t)〉2 =

〈
x2(t)

〉
=

∫
� dx x2 P (x, t) = 2Dt,
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� ����� ���
 �#
*
 )�
��
���
���
 �� �
 ��
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P (x0, t0|x, t) =
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e
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4D(t−t0) , P (x0, t0|x, t)|t=t0 = δ(x − x0),
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N
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xi(t1) = 0
4� #��5

〈
x2(t1)

〉
= lim

N→∞
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x2
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���
���
xi(t)

�� ���
	���� �����
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 �� ��������� �� �
 � 
���� 
��
����� �� �

�)��� � #� % �
 ��
��
�� ���

P (n∆, kτ)
�
���+
�� ( � ����
���
 
�' ��2 ���
��� �
���

P (n∆, (k + 1)τ) = pP ((n− 1)∆, kτ) + qP ((n+ 1)∆, kτ).
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P (n∆, (k+1)τ)−P (n∆, kτ) =
1

2

(
P ((n+1)∆, kτ)−2P (n∆, kτ)+P ((n−1)∆, kτ)

)
.
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t = kτ
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P (x, t+ τ) − P (x, t)

τ
=

∆2

2τ︸︷︷︸
=D

(
P (x+ ∆, t) − 2P (x, t) + P (x− ∆, t)

∆2

)
,
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n(x, t) = NP (x, t),
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/3)< 4/ 1+*= /4-(/:-+1 ∫� dxn(x, t) = N
� �+==) P (x, t) (/:-(./-: 4 �;B'/:-+1 ,) ,-�'(-+1

∂
∂tP (x, t) = D ∂2

∂x2P (x, t)
9 /4+*( -4 )1 )(: ,) = �=) &+'* n(x, t)

� �) <+'*/1: ,) &/*:-<'4)( ,�
/'A )� ):( ,-�'(-.( )(: ,;51- &/* 4/ 	
� �
 � ���

jD(x, t) = −D ∂

∂x
n(x, t), 2����8

,) :)44) ./0+1 B') 4 �;B'/:-+1 ,) <+1:-1'-:; (+-: 3;*-5;)

∂

∂t
n(x, t) +
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dt
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jg(x, t)
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jg(x) = −g n(x)

γ
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� �
 ��� ���

∆ → 0
��
τ → 0

# /��� ���
 %
�����
�
� � ����
���
 4� #�+5 �
 �����
8

� ��� �
����� ��

p
��
q
# �
 ������
 

�

P (n∆, kτ)�� ��
��� �1�� �� � ��)
���� % �
 �"���
�

P (n∆, (k + 1)τ) − P (n∆, kτ) =
1

2

(
P ((n+ 1)∆, kτ) − 2P (n∆, kτ) + P ((n− 1)∆, kτ)

)

−α∆
(
P ((n + 1)∆, kτ) − P ((n − 1)∆, kτ)

)
.

4� #��5
� 
����
� % �
 �����

� �
�

τ
�� �
 � ��

� ∆2

2τ = D
���� �
����� +
��� �
 ��� ���

∆ → 0
��

τ → 0
% �
 �"���
� � ����
���
 ��������

∂

∂t
P (x, t) = −4αD

∂

∂x
P (x, t) +D

∂2

∂x2
P (x, t).

4� #�� 5

��
������
� � 
�
��


� �
 ��
�� �
��� �)�
� % � �����(�����
α = α(n∆)

��� �
� �� ����
n∆

# $ 

� �� �
�
p(n∆) = 1

2 + α(n∆)∆
%
q(n∆) = 1

2 − α(n∆)∆
% �� �
 ��
���� �� ���"
"�����

P (x, t)
�" ��� ( � ����
���


P (n∆, (k + 1)τ) = p((n− 1)∆)P ((n − 1)∆, kτ) + q((n + 1)∆)P ((n + 1)∆, kτ),
4� #��5

�� ��� �� ������� ���� �
 +��� �

P (n∆, (k + 1)τ) − P (n∆, kτ) =
1

2

(
P ((n+ 1)∆, kτ) − 2P (n∆, kτ) + P ((n− 1)∆, kτ)

)

− ∆
(
α((n + 1)∆)P ((n + 1)∆, kτ) − α((n− 1)∆)∆P ((n − 1)∆, kτ)

)
,

4� #��5
��� �

� �
 ��� ���

∆ → 0
��
τ → 0

�� ������ (

∂

∂t
P (x, t) = −4D

∂

∂x

(
α(x)P (x, t)

)
+D

∂2

∂x2
P (x, t).

4� #�(5

���� ��

� � ����� % � ��� ��� �
���
� �� ��� �
���
� % �� � ����
4Dα(x) = F (x)

mγ

�7
F (x)

��� �

+����� 
)���

� ��� �
 �
������� % �� � ������� �
 )�
��
�

∂

∂t
P (x, t) = − 1

mγ

∂

∂x

(
F (x)P (x, t)

)
+D

∂2

∂x2
P (x, t).

4� #��5

����� ���
���� ���
���
 ��� ���� ��
����� �� ����
������ �% �� 
�� �� ����� ��� � �
 ��
"��� �

�+ � ���� ������� �
 ������"����
 �� ���"
"����� � ��
� �
������� "��-
��

� �

� �
 � �����
�
��� �)�
� #

	
 �����
M
���� ��	 � ���	 �

L
��	 �����	�� 	�

T
�� �	��� � �� �
� 	��
�� �	

Dα(x)
	�� �

L
T 
 � γ 	�� ��	
�������	 �	 �
� 	��
�� �

1
T 
 � �
 �
	� 
�	

[F (x)] = [mγDα(x)] =
�
ML
T2 
 � �	� �
� 	��
��� � ���	 ���
	 �



�� ���� ��
� �� � ������� � �
�	� ���

� 
�&�'�
 *�� ���
���
� 4� #�� 5 �� 4� #��5 ��
� ��� �
� �
���������� �� � ����
���
 �� �������
/ �

�� 4���� ��� ������
� � #� ( �
 �
)� �� �� � #� #� ( �
 �
)� ��5 # * ��
�������
���
 ��

F (x)����� ��
�� �� +���� ���
 ��
��� �� �
� � ������ �� � ����
���
 �� ) �
� ��� 4���� �
 ������

� #� #�5 # �

� ��� ������
� ��

�� �
 �������
 �� � ����
���
 �� 	�������- �� � 4� #��5 
��� �
� +����
�� )�
���
���


F (x) = −mg % ���� �
� +���� �
�� �
����
F (x) = −κx # $ 

� ��� ���' �
� %

�
 �
 �
���� ������� ��� �������
� )
�����

�� �� �
 +��� �

P (x, t) =
1√

2πσ(t)
e
− (x−a(t))2

2σ(t) ,
4� #�+5

�7 �
 �
���� � � �

� 〈x〉 = a(t)
�� � ���
���� � � 〈

(x− a(t))2
〉

= σ(t)
��� �
��
� �� ����� #

*�� � �� �
�� �� �
 )
�����

� 4� #�+5 ��
�

〈x(t)〉 =

∫
� dx xP (x, t) = a(t),

4� #� 5

〈
(x(t) − a(t))2

〉
=
〈
x2(t)

〉
− a2(t) =

∫
� dxx2P (x, t) −

(∫
� dx xP (x, t)

)2

= σ(t).
4� #� �5

/��� ������ �
��
a(t)

��
σ(t)

% �� ��� � � ������� ���� ���
���
 �� ������ �
� # 	
 
 �
� �
���
)�
���
 �
� �
�����

d

dt
〈x(t)〉 (1.50)

=

∫
� dx x

∂

∂t
P (x, t)

(1.48)
= − 1

mγ

∫
� dx x

∂

∂x

(
F (x)P (x, t)

)
+D

∫
� dx x

∂2

∂x2
P (x, t)

=
1

mγ

∫
� dx F (x)P (x, t) − 1

mγ
xF (x)P (x, t)|∞−∞︸ ︷︷ ︸

=0

−D
∫
� dx

∂

∂x
P (x, t)

︸ ︷︷ ︸
=P (x,t)|∞−∞=0

+D x
∂

∂x
P (x, t)

∣∣∣∣
∞

−∞︸ ︷︷ ︸
=0

,
4� #��5

�
 ���� ��

� ���
P (x, t)

�� �
 ������� � �


��� ��� �
�� �
� �
����� �
� ( � ��
�
� 4�� ���
��� �� �
� � ��� �
 )
�����

� 4� #�+55 # 	
 ������� �� +
8�
 ��� ��
��� 
��� d

dt

〈
x2
〉
(t)

� ���
�

��� �
� �"��
�� ��� ���
���
�

d

dt
〈x(t)〉 =

1

mγ
〈F (x(t))〉 4� #��5

d

dt

〈
x2(t)

〉
=

2

mγ
〈x(t)F (x(t))〉 + 2D.

4� #�� 5
*�� ��
�����
� �
 ���
��� �
�
������

� �
� �
������� �� �����

� �


x0

� �����

t = 0
��
�

a(t = 0) = x0
��
σ(t = 0) = 0

#
4�5 ����� �� )�
���
���
 3

F (x) = −mg # *�� ���
���
� �� � ����� �
� 4� #��5 �� 4� #�� 5
�����

�
�

d

dt
〈x(t)〉 = − g

γ

4� #��5
d

dt

〈
x2(t)

〉
= −2g

γ
〈x(t)〉 + 2D,

4� #��5



��� � � ������� � �
�	� ��� � � ���� �� ��� ����� ��

�� ��� % 
��� ��� ��
�����
� �
 ���
��� 〈x(0)〉 = x0
�� 〈

x2(0)
〉

= x2
0

% ��

�

〈x(t)〉 = x0 −
g

γ
t,

4� #�(5

〈
x2(t)

〉
=

(
x0 −

g

γ
t

)2

+ 2Dt,
4� #��5

� ��7
a(t) = x0 − g

γ t
��
σ(t) = 2Dt

% �
� ��
�����
�

P (x, t) =
1√

4πDt
exp

[
−(x− x0 + gt/γ)2

4Dt

] 4� #�+5

������ �
� �
������� �
 ��

��
���
 �
�+��� � �

� �� .���� �
�
�� �
� ���
�� 
���
�
� ���� �����


2Dt

����� �� �
 � ������
 � � �

�

x0 − g
γ t

# �� 
 � 
 ��
� �
� � ���
�
��
���


��� 4��
��
���� �
� 
� �
� ��
��� �

� �
 ������
 � #� #� �7 �� .���� ��
�� ���� ���
������� �

� �� ��� �����
��

x ≥ 0
5 #

4��5 ����� �
�� �
���� 3
F (x) = −κx # *�� ���
���
� �� � ����� �
� 4� #��5 �� 4� #�� 5

�����

�
�
d

dt
〈x(t)〉 = − κ

mγ
〈x(t)〉 , 4� #� 5

d

dt

〈
x2(t)

〉
= − 2κ

mγ

〈
x2(t)

〉
+ 2D.

4� #� �5
���� ��
�����
 �
���
�� 〈x(0)〉 = x0

� ����
���
 4� #� 5 
 � ��� �������


〈x(t)〉 = x0e
− κ

mγ
t = a(t).

4� #��5
	
 ������ ��� �
 +��� � � ����
� 〈

x2(t)
〉

= A(t)e
− 2κ

mγ
t ��� �������
 �� � ����
���
 4� #� �5

���� �
 ��
�����

d

dt
A(t) = 2De

2κ
mγ

t
,

4� #��5
� ��7

A(t) =
Dmγ

κ
e

2κ
mγ

t
+ C,

4� #�� 5

���

C ∈ � �
� ��
��

�� # �
 ������

� �
 ��
�����
 �
���
�� 〈
x2(0)

〉
= x2

0

�
 ������ �
�
�
 ��
��

��

C = x2
0 − Dmγ

κ

% ��
�
〈
x2(t)

〉
=
Dmγ

κ

(
1 − e−

2κ
mγ

t
)

+ x2
0 e−

2κ
mγ

t.
4� #��5

*�� ���
���
� 4� #��5 �� 4� #��5 ��

�
�

σ(t) =
〈
x2(t)

〉
− 〈x(t)〉2 =

Dmγ

κ

(
1 − e−

2κ
mγ

t
)
,

4� #��5
�� �
� ��
�����
� �
 �
���

� 4� #��5 �� 4� #��5 �

� �
 ������"����
 �� ���"
"�����
)�
��
�� 4� #�+5 �
 �"���
�

P (x, t) =

√
κ

2πDmγ
(
1 − e−

2κ
mγ

t
) exp


−

κ
(
x− x0e

− κ
mγ

t
)2

2Dmγ
(
1 − e−

2κ
mγ

t
)


 .

4� #�(5



�� ���� ��
� �� � ������� � �
�	� ���

	
 ���� �� ��
 ��
� ��
���


��� ��� 
����
� � ��� ��� ����� �
�
��

lim
t→∞

P (x, t) =

√
κ

2πDmγ
exp

(
− κ

2mγD
x2

)
.

4� #��5

����� 1
2κx

2 ��� � ��
��)�� � ���
������ �� � �������
���� �
�� �
���� % �
 ������"����

4� #��5 � ����
���� ( �
 ������"����
 ����� ���� �� � �������
����

P (x, t) ∝ exp
[
−V (x)
kBT

]

��
D = kBT

mγ

% �� ��� ��� ��� ( 
����
� �
 ���
���
 �� � �
����
 #

����� �'� �$# " ) !�, � (*# �  !�%)(*# #% �'#" ($ �*)�$(#$
*�� ���� �
� "��-
��
� ��
� ��������" ��� �� �������� " �
����� � ��
�������
���
� �
�����

�
 �� ����� # ����� �
 �'����� #
	
 ��
������ �
� ��
�
� � ������
��� �������� ��

N + 1
��
�� ���� % �
� �'���� ��� ��

�
 ��
�
� ��

� �'�� ( � ����)�
� % � �
���� �� �����

� 
� � ��
�
r ∈ �3 # 	
 ���� ���

4�5 $��' � �
�� ���� ��
������+� ��
� ( ����

�� �'�
a
% �� �
 � ������


rj
��

j/0 1 ��
��
� ��� 
� ��� �
� ��� �� ����� �� � �
�� ��� �������
� �


rj−1
#

4��5 *����� ��� ����
�
���
� � ��
 � �
�� ��� ���
����� �
� 
� �������
� ��
� ��������
"
"��� % � �����(�����

P (rj−1|rj) = P (|rj − rj−1| − a) =
1

4πa2
δ(|rj − rj−1| − a),

4� #�+5
�7

P (rj−1|rj)
����)
� �
 ���"
"����� ��
�����

���� �� ������� ��

j/0 1 ��
�� ��� �

rj

% �
��

� ��� �� �������
� ��� �

rj−1

# ����� ���
���� ���"
"����� ��� 
��� 
����� �
�
�
�� ��� (

rj
��� �
 ���+
�� �� �
 ������ �� �
 �


a
��
���� �


rj−1
#

r0 = 0

a r1

r2

rj−1

rj

rN−1
rN = r

��� � � #� � ����� ��	 ���� � �	 N + 1
����� ��	� 	���
�� � ���	 �
����
	

a
�

� ��� ������
� ������� �
 ������"����

PN (r)

��� ��

� �
 ���"
"����� � �
���� �
� ��
�
�
�� ��
)����

N
�� ���� �


� �


r
# �
 ����� �� � �� � ������ � ��
��� �
�

�� 4�5 % �
 ���"
"�����

� ��
� ��
�)��
���
 �� �
 ��
�
�
r0 = 0, r1, r2, . . . , rN = r

���

W (r1, r2, . . . , rN−1, r) = P (r1)P (r1|r2) . . . P (rN−2|rN−1)P (rN−1|r),
4� #( 5



��� � � ������� � �
�	� ��� � � ���� �� ��� ����� ��


���
P (rj−1|rj)

��

� �
� 4� #�+5 # *
 ������"����
 �� ���"
"�����
PN (r)

� ��
� ��
�
� ��
��
)����

Na

" ������

� �


r
� ��"���
��
 �� 4� #( 5 �
 ���� 

� ��� ������ ��� � ������
� ���

� �
�� ����
1
(
N − 1

PN (r) =

∫
�

3×(N−1)

d3r1 . . . d
3rN−1 W (r1, r2, . . . , rN−1, rN )

(1.70)
=

∫
�

3

d3r1 P (r1)

∫
�

3

d3r2 P (r1|r2) . . .

∫
�

3

d3rN−1 P (rN−2|rN−1)P (rN−1|r)

(1.69)
=

∫
�

3

d3r1
1

4πa2
δ(|r1| − a)

∫
�

3

d3r2
1

4πa2
δ(|r2 − r1| − a) × . . .

. . . ×
∫
�

3

d3rN−1
1

4πa2
δ(|rN−1 − rN−2| − a)

1

4πa2
δ(|r − rN−1| − a).

4� #(�5
�� � �
)�� � ��
 ������� �� ��
�������
 ������ �� ��� �� +
������� �

� �
 �������
�
���
 ��
������� # *� ���
�� �� �
���� ��� ���� � ���� # 	��� �� ��

)�� �
� �� �
��
"��� ��� � ��� �� ��
��������� ��� �
��)�
���




x1

x2###
xN


 =




r1

r2 − r1###
r− rN−1


 ,

4� #(�5


����
ri =

∑i
j=1 xi ∀ i = 1, . . . ,N

% �� �
 ������ ��� �� 0 
��"��
 �� �
 ��

�+��� 
���

d3r1 . . . d

3rN−1 = J d3x1 . . . d
3xN−1

���
J = 1

# 	���
k ∈ �3 % 
���� �
 ������

�

r =
∑N

i=1 xi�
 ��

�+��� �� �� �������
P̃N (k)

��
PN (r)

���

P̃N (k) =

∫
�

3

d3rPN (r) e−ik·r

(1.71)
=

∫
�

3

d3x1
δ(|x1| − a)

4πa2
e−ik·x1 . . .

∫
�

3

d3xN−1
δ(|xN−1| − a)

4πa2
e−ik·xN−1 ×

×
∫
�

3

d3xN
δ(|xN | − a)

4πa2
e−ik·xN

=

(∫
�

3

d3x
δ(|x| − a)

4πa2
e−ik·x

)N
,

4� #(�5
�� ��� ��

� �
� �
��
)� �
 ������

��� ����������

P̃N (k) =

(
1

4πa2

∫ ∞

0
dr r2 δ(r − a)

∫ π

0
dθ sin(θ)e−i|k|r cos(θ)

∫ 2π

0
dϕ

)N

x=− cos(θ)
=

(
1

2

∫ 1

−1
dx ei|k|ax

)N

=

(
sin (|k|a)

|k|a

)N
.

4� #(� 5
/
� ��

�+��� �� �� ������� �
�����

PN (r) =
1

(2π)3

∫
�

3

d3k

(
sin (|k|a)

|k|a

)N
eik·r.

4� #(�5
�
 ��
����� �
 � �� � ��� ��� +��� � ��

N � 1
��
�� ���� % ��
� �
 �
 ���
��� �� ��� �

� ����� �
� 
� ���������
N → ∞ �� 4� #(�5 # ����� ∣∣∣ sin(x)

x

∣∣∣ < 1
� ��� ����

x 6= 0
% 
����



�� ���� ��
� �� � ������� � �
�	� ���

limN→∞
(

sin(x)
x

)N
= 0

% �� ��
� �
 ��
���"����
 ��� �


�� �� � ��
��)�

� � ���
N

)�

�
������
� �� �����

)� |k| = 0

�� ��� � ��� �� � �������

sin (|k|a)
|k|a = 1 − (|k|a)2

6
+ O

(
|k|4

)
.

4� #(�5
� �)��)�

� �� ����� � ������ |k|4 % �
 �
���

� 4� #(�5 �

� 4� #(�5 �� �
 ������

�

ln(1 + x) =
x+ O

(
x2
) �
 �"���
�

PN (r) =
1

(2π)3

∫
�

3

d3k e
N ln �sin(|k|a)

|k|a �eik·r
(1.76)' 1

(2π)3

∫
�

3

d3k e
N ln �1− (|k|a)2

6 �
eik·r

' 1

(2π)3

∫
�

3

d3k e−N
|k|2a2

6 eik·r

=

3∏

j=1

1

2π

∫
� dk e−

Na2

6
k2+ikrj ,

4� #((5

��� �
 ������

� �
 ���
���
 )�
��
�� 4� #��5 �����
� �

��� �
� � ���
N � 1

PN (r) =

(
3

2πNa2

)3/2

e−
3

2Na2 |r|2.
4� #(�5

�
 ����
�

� 4� #(�5 �� 4� #� �5 �
 �
 ������ ��� �
 ��
��

�� �� ��2����
 ���
D = a2

6


����
��� �� ,����� , ���

t − t0 = N
% �� 〈

r2
〉

= Na2

3

��
���� �
 ��������� �
� ��2���+ # * ���
���
��
��
����� � � �
 �� ���� ���� ��
� ����� √

Na
% �� 
�
 ����� �
 ��
)���� �� �
 ��
�
�

Na
# � �
�� % �

� �
 ��� ��� ��
��
�� % �
 ��
�
� � ��� !��� 
���� ���� ( �
 ���� �
 "��-
��
 (

����� ��� �
���
� # ����� 


��)�� ���
 ������� �

� �
 ������
 � #( #� #

��� 
 ����� ��� ���� ���� �� ���� �� ��������

��� �� �+,�%()$ 
# ��$�#� ($ #% 	)*�# �  !�%)(*#
*
 ������� �� � �
����
 
 ���� �
� � 

� ���� 
� ��
� �� � �-��
 4�� 
 � 
 �
� �� 
����


�� ������� �� � �
������
���
 5 �� �� ��
���� �� +���� ��� �
������� �
� 	�������- �� � �� +
8�


� ��� % �

� �
 ��
��'�� ���"
"������ # * ����� ���
���
�� �� *

)���
 ��� ��� ��� ���
���
�
�� �
 � ��

���� �����
� �
�
"��� �� ������ �# � �
�� % � ��� �
� �
������� �

� �
 � ����� 
���
�� �� ���
� �� +������


γ
% �
 �����

d

dt
〈v(t)〉 = −γ 〈v(t)〉 , 4� #(+5


��� 〈v(t)〉 = d
dt 〈x(t)〉

# *
 � � �

� 〈·〉 ��� �
� � � �

� ��
����� ��� ������ ��� ��
0 ��������
� ����" ��� � ��
� �
������� % ���� ��� ( �
 ��
�� �� +���� 
��
�����

f(t)
# * ����
���
 ��� )���

���
� �
 ��
0 ������� �� �
 �
������� ���� ��� ( �
� ��
���
���
 �� �
 +����
f(t)

��� 
����

m
d

dt
v(t) = −mγ v(t) + f(t),

4� #� 5



��� � � ������� � �
�	� ��� � � ���� �� ��� �� ��� �(

	
 ������� �
 +����
f(t)


)���

� ��� �
 �
������� �� +
8�
 ( � �������� � ��2 �� ��� ��������
�
� ������������� # �� � �
)�� ��
� � ��
� +���� �
��

�� % ���������� �� 
�
 ����������" �� ���
� ��
 �
 ��
���� �� +
8�
 
��
����� # 	������
� 
����

N � 1
��
���
���
� �� �
 +����

f(t)
% 
�����

f1(t)
%
f2(t)

%
. . .

%
fN (t)

% 
���� � ����
���
 4� #� 5 +���
��
 ���
N

�������
�
v1(t)

%
v2(t)

%
. . .

%
vN (t)

%
�� ��� � ��� �� �� ��
����� ��� � � �

�� �
 �������
 # ������� ��
� ��� ���������� ��
���������
��

f(t)



���
�%�$
 � �� � ��� � ���� � �
 � �� � ������� ��� ��� 	 � ���� �� ���� �� ���� 
��
�� �� �
 �
f(t)

� �����
 � �
 � ��� �� ��� ���������� �
� �
� ��� ������� ���� 
� ������ ������� � �� ��� �� �� ������� �� � ����� � ���� ���� �
 � ��

〈f(t)〉 =
1

N

N∑

i=1

fi(t) = 0.
4� #� �5

0

f(t)

t1 t2

t

f1(t)

f2(t)

f3(t)

f4(t)

〈f(t)〉

��� � � #+ �
N � 1

����
���
��� �	 �� ���
	
f1(t)

�
f2(t)

�
. . .

�
fN (t)

� 	� ���
	 ���	��	 ����	 〈f(t)〉 �
���� 	���
��	 
�� �����	 ��	
 � ����

��	� �
�
 �2�� % �
 �'�����

� ����� � � ������ �
 �"���
� "��
 4� #(+5 �� 4� #� 5 # /
� ��
�����
� %

�
 � � �

� � ��2�� ��� ��������
� ������ �
�
f(t)

��� 
�� % �� �
 ����� +���� � ���� 
����� ���
�����
� �
 �
������� ��� �
 +������
 # � �
��

〈v(t)〉 = v0e
−γt,

4� #��5
�� 
��� �
 ��
�����
 �
���
��

x0 = 0
�
 � ������
 � � �

� ���

〈x(t)〉v0 =

∫ t

0
dτ 〈v(τ)〉 = v0

1 − e−γt

γ
,

4� #��5

��� 〈v(0)〉 = v0

#
*
 ������
���
 �� �
 +���� �
��� ��� �����

t1
��
t2

��� ���
�� �
�

〈f(t1)f(t2)〉 =
1

N

N∑

i=1

fi(t1)fi(t2)
4� #�� 5

�� ��
 ����� �� ������
���

tc

��� � ��
����
��� �� ����� � �
�

� ������ ����� ��

���� ���

�
 
���� #



�� ���� ��
� �� � ������� � �
�	� ���

��� 
�%�$
 � �! ���� �
f(t) �

���� 	 � ���� �� �� �
 ���� � �� ��� ������ ��������� ��
 �� ���
���� � �� �����������

tc
�� � ���
��
� � �
� � ���� �
� �� ���� � �� ����� ����� �� ��

�
������

γ−1 �

tc � γ−1;
4� #��5

� ��� ��	����� �
�
f(t1)

��
f(t2)

��� � ���
�
�������� ���������� ����� ����� ��� ��� �
� |t1− t2| >

tc
� �� �������� ����� � ��
����� �� ����
 ��� � �
 � �� ����������� �� ���

f(t1)
��
f(t2)

�� � �
 � ��
� �
t1 6= t2

� � ��� ��	����� �
� �� ����������� �� � ������ ��� ��

〈f(t1)f(t2)〉 = C δ(t1 − t2),
4� #��5

�
�
��
C ∈ � 
� � ���� ��� ���

� �

� ��

� ��� �� ���"��� � ��� �
����� � � �

�� ��� ������ �
� ��� ���
���
� 4� #��5
�� 4� #��5 % ������
� ��� .����
���
� �� ������� #

��� �� �  ,�%,�%()$& 
#& � (%#&&#&
*
 �������
 �� 4� #� 5 
���

v(0) = v0
���

v(t) = v0e
−γt +

1

m

∫ t

0
ds e−γ(t−s)f(s).

4� #�(5
� �
�� % �
 ��


� ������ �� � �� � ������ � #� 
����

� 〈f(t)〉 = 0

�
 


〈v(t1)v(t2)〉v0 =
1

m2

∫ t1

0
ds1

∫ t2

0
ds2 e−γ(t1−s1)e−γ(t2−s2) 〈f(s1)f(s2)〉︸ ︷︷ ︸

(1.86)
= Cδ(s1−s2)

+v2
0e

−γ(t1+t2).

4� #��5
	
 �
�����
∫ t1

0
ds1

∫ t2

0
ds2 eγ(s1+s2)δ(s1 − s2)

=

∫ ∞

0
ds1

∫ ∞

0
ds2 eγ(s1+s2)θ(t1 − s1)θ(t2 − s2)δ(s1 − s2)

=

∫ ∞

0
ds1 e2γs1 θ(t1 − s1)θ(t2 − s1)︸ ︷︷ ︸

=θ(min(t1,t2)−s1)

=

∫ min(t1,t2)

0
ds1 e2γs1

=
1

2γ

(
e2γmin(t1,t2) − 1

)
.

4� #�+5
�
 �
���

� 4� #�+5 �

� 4� #��5 �
 �"���
� �
 ������

�

t1 + t2 − 2min(t1, t2) = |t1 − t2|

〈v(t1)v(t2)〉v0 =
C

2γm2

(
e−γ|t1−t2| − e−γ(t1+t2)

)
+ v2

0 e−γ(t1+t2).
4� #+ 5

�
 �
��������� � ���
t1 = t2 = t

�
 

〈
v2(t)

〉
v0

=
C

2γm2

(
1 − e−2γt

)
+ v2

0e
−2γt.

4� #+ �5



��� � � ������� � �
�	� ��� � � ���� �� ��� �� ��� �+

* ��
����
v0

�
�� ���� ��� �
 ������� �
 ���
�� 
 ���� �
� 
��
����� % � 
�� �'�� (
v0

#
/��� ������ �
��

C
% �
 � ��� ��� �
 �
������� 
���� ��� � �������"�� ����� ���� � ���

t→ ∞ %
�
� ��
�����
� � ������
������
 �� � ��
��)�� ��

�

lim
t→∞

1

2
m
〈
v2(t)

〉
=

1

2
kBT.

4� #+�5

$ �
���� �
�� % �
 ���� �� � ����
���
 4� #+ �5

lim
t→∞

1

2
m
〈
v2(t)

〉
=

C

4γm
.

4� #+�5

�
 �)
�

� 4� #+�5 �� 4� #+�5 �
 ���� �
 ��
��

��
C

C = 2mγkBT.
4� #+� 5

0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

2

t

〈
v2
〉

(1)
kBT

m
= 1=v20

(2)
kBT

m
= 1<v20 =2

(3)
kBT

m
= 1>v20 = 1

5

��� � � #� � � 	����	����
�� ��
� 	��
��	��	 �	 �
v2�

v0

(t)
���� ��	 �	��������	 ���	

kBT
m

= v2 = 1 ����
�	
���� � v2 < v2

0 = 2 �
���� 	 �!�� 	� v2 > v2
0 = 1

5
�
���� 	 �� �� � �� ���
�	 ��� �	����	��	 �	 
�� �� �� �
�	��	
�
�
��	

v0
	�� 	��
�	� 	�� �� �
�	��	 � ��
�
�
��	 � �� 
���� 	 �!� �	����	��	 �	 
�� �� �� �
�	��	 v0 	�� �����
	��		 �� �
�	��	 � ��
�
�
��	 � ����
� 
�	 ���� ��� v0 � 	�� 
� ���
	��	 � �	 �	�� 
	� 
�� 
���	����� 	 ��	 �
�	��	

v0�	��	� 	�� ��
��	 
�	 �	� ��
����
��� ��	�� 

�	� �

����	�� �� ����

��	 �

���� �
 �
���� ��
C

������� % � ����
���
 �� *

)���
 �����
�

d

dt
v(t) = −γv(t) +

√
2γkBT

m
f(t),

4� #+�5


��� 〈f(t1)f(t2)〉 = δ(t1 − t2)
# *� ��� ������ �� *

)���
 ������ �
 ����� 
���
���
 � ��
�

�
������� �� ������� �
 ���
��
v0

#
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�
��


� ( �
 .����
���
 ��� � ������
� % �� ���� �� �������� �
� % ���� ��

�

�
x0 = 0

% ( � ���
�� ��
��
����� � � �
 〈
x2
〉
v0

(t)
# � ���
�

β = (kBT )−1 % 
���� �
 ������

�
4� #+� 5 �� 4� #+ 5 �
 

〈
x2(t)

〉
v0

=

∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2 〈v(t1)v(t2)〉v0

(1.90)
=

1

βm

[ ∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2 e−γ|t1−t2|

︸ ︷︷ ︸
=2 � t

0 dt1 � t1
0 dt2 e−γ(t1−t2)

−
(∫ t

0
dt1 e−γt1

)2
]

+ v2
0

(∫ t

0
dt1 e−γt1

)2

=
1

βm

[
2

(
t

γ
+

e−γt − 1

γ2

)
−
(

1

γ

(
e−γt − 1

))2
]

+ v2
0

(
1

γ

(
e−γt − 1

))2

=
2

βmγ
t+

1

βmγ2

(
4e−γt − e−2γt − 3

)
+ v2

0

(
1

γ

(
e−γt − 1

))2

,
4� #+�5

��� ������ � ���
�� ��
��
����� � � �
 �� �
 � ������
 � ��
� �
������� �� ��
�����
� �
 ���
���
{x0 = 0, v0}

�

� �
 .���� ( � �������"�� ����� ���� #
�
 ��������

� ��� ���' ���� ���� ���� �� �� 4� #+�5 � ���

t
� ���� % �
 ���� �� ���� 
� ��
����

"��
� �
� 0 ���� �( � ������
t3
% 
�
��

〈
x2(t)

〉
v0

t→0' (v0t)
2,

4� #+(5
�� � ��� ��� ����� ��
)� %

〈
x2(t)

〉
v0

t→∞' 2

βmγ
t = 2Dt.

4� #+�5
/���

t → 0
% �
 ������ �
 ��� �� � ����� �
� "
��������

x(t) ∼ v0t
�
� �� �� �����

t
���

��� �
�� �
� � ���� 4
t < tc

5 % �� 
 � 
 �
� �
���� �� �� ��������
� #
/���

t→ ∞ % �� ����� ��� ��� �
�� �
� )�

� � ��� �� ���  
�� �� " �
����� �� ��������
�
�� �
 �������� �
 ��� �� ��2����
 �� � �
����
 4� #��5 # �
 �
��������� % 4� #+�5 � �
��� ��� �

��
��

�� �� ��2����


D = 1
βmγ

���
� ( 
����
� �
 �
���� ������� �
� � �
����
 #
*
 ������� �� *

)���
 �
���� ��� ��
� �
��� �� ��������� �
� "
�������� �� ��2���+ #
$ 

� ����� 


� �� % 
��� 
��
� 
����"�� ( �
 �
������� �
� ������� �
 ���
��

v0
"��
 ���

���� �
�� # 	� �� 
 ���� �
� �� �
� % �
 �
������� ��

� ( ���� �
��

� ��� ��)�� �

� �� .���� (
� �������"�� % �� ��� 

����� �� �����
���

v2
0

�
� �
 � � �

� ����� ����
1/(βm)

# *�� ���
���
�
4� #+ 5 % 4� #+ �5 �� 4� #+�5 �����

�
� 
���� ������ ��
� �� 4� #+� 5 4������� 

� 
���� � ��
����
v0

5

〈v(t1)v(t2)〉 =
1

βm
e−γ|t2−t1|

4� #++5
m

2

〈
v2(t)

〉
=

1

2β

4� #�  5
〈
x2(t)

〉
=

2

βmγ2

(
γt+ e−γt − 1

) 4� #� �5
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*� ��� ������ � ��� !��� ��������� % ( �
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��
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�+���� �
� � ��"�
����
���
 � ��
� )�

����

x(t)
�
��
"�� 
� ����� �� �����

t
# /
� �'����� %

x(t)
� ��� !��� �


������

�� � ��
� �
������� "��-
��

� % �
 � ������
 � ��
 �����
 ���� �� 
� ��� � ��� � ����
����� � ��
 )
� % �
 ��
��
��
���
 � ��
� ��"��

�� ���� ���� % �� 
��"�� �� �����
� 
"���" ��
�� �� �� �
� �
 
��� � % ��� �
����� " ��������� % �� �
���� �� 
��"�� �� � ����

�� 
���
�

�

� "
� � ��
� � �� �� ������ � # �� � �
)�� �����
� � ��
� �"����
"�� � 
����������� ���� ��� 
�'
�2��� � ��
 )�

� 
��"�� �� �
��
"��� � ������������� #

�����
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� ��� �
 ��
����� �
 ��� ������ ��� ��
������ 
 ���� ��
���
� �
� �
 �����
�� �
� � ��
 ��� ������ ��
�
��� ��
��
� #� 	
 ��� ��� �
� ���������
 ��

N
�'� ����
��� 
��� �


� !� � ��
�����
 �
���
��
x(t0) = x0

# 	
 �"���
� 
�
��
N

������������ �� ��������� # � �

�
��

� ��� 
��� �������
� �� ��� ������ �
 ���� �� �� ���"
"����� % �� +
�� ������� �
 � � �
 ��
��
������� ��� ������"����
� �� ���"
"����� ( �
���� �� � ��'� ����
�� # /��� �� +
��� % ��
������
�
�
� �����
�� �� �����

t0
%
t1
%
. . .

%
tn

# * ����� ��� 
���� �� ���
��� 
� �����
tj

�
 � ����
�
����
���

Ij = [xj , xj + dxj]
% �� �� ��)
���� �� 
��"�� �� ��
���
���
� ��� �
���
� �

�

��� �
����
��� 
� �����
tj
# *
 ���"
"����� �� ��
� ��
���
���
 ���

� �
� �
���� �
���

xj
��

xj + dxj
� ��"���
��
 
���� 

�������� �
� ����� �� 
��"�� �� ��
���
���
� �
��

� �
�

Ij������ �
� �� 
��"�� ���
� �� ��
���
���
� # ���� ��
���� 
�' ���
����
� ����

��� #

� ���� � *)��� ( (%!& ��&) ,#& #% �)$
 (%()$$#  #&
	���
�

n
�
����
����

Ij = [xj , xj + dxj]
%
j = 1, . . . , n

%
n = 1, 2, . . .

# � ��� ���
����
� ���
������"����
� �� ���"
"����� 0 ��
��� �� ��� ������ �
�

W (x1, t1; . . . ;xn, tn) dx1 . . . dxn =
���"
"����� �� ������� {x(t1) ∈ I1, . . . , x(tn) ∈ In}

=


" # �� ��
���
���
 ��� �
���
� �

�
I1

% # # # %
In
" # ���
� �� ��
���
���
� ,

4� #�5

���

ti 6= tj ∀ i 6= j
��
i
%
j ≤ n

%
n = 1, 2, . . .

#
`�	� ����
�
��� �	 �������
�	�� �
��� 	�� ��� ���
	���� �	
���
	�� �� 	 ���	�� �
�
���	 �

� �



�� ���� ��
� � � �
������� �������������

x(t)

t
t0

x0

x1

x2

xk

t1 t2 tk

I1

I2

Ik

x1(t)

x2(t)

x3(t)

xN (t)

��� � � #� � �������
�
�� �	 �
���
���
��� �	 ������
�
�� 	 ����
� �	
N � 1

����
���
��� � ��� ���
	����
���
����

�	 � ������
�	� 	�� 	 �� ����
�
�� �	�

Ij = [xj , xj + dxj ]
� 
	 �
��� � �	����	��	 �	� 
��	�����	�

Ij������

�	� ������ �	 xj

�

� ������
� ! �� �"�
�&� �����$ &�$
 ��
$� ��� � �� ������
W (x1, t1; . . . ;xn, tn)

�
t1 6= t2 6=

. . . 6= tn
� ��� � ��� ����� ���"
"������ 
"������ �
 � ������
�� � �� ���

�
�� � ������ ���� �
� ������

����� ���
��� ��� �
 �
�
�� ��� �


��
W (x1, t1; . . . ;xn, tn) ≥ 0
��� ∫�

k dx1 . . . dxnW (x1, t1; . . . ;xn, tn) = 1 ∀ {x1, t1; . . . ;xn, tn}
����
W (x1, t1; . . . ;xn, tn)

�� � 
� � � ������� ��� �����
 � ��
� ��� � ��� 
 ������� ��� ���
�� �� �� {x1, t1; . . . ;xn, tn}
�


�
�
� ∫� dxnW (x1, t1; . . . ;xn, tn) = W (x1, t1; . . . ; . . . ;xn−1, tn−1)

*
 ��
�����
 4���5 ���
� ( �
 ��)���� ������
���� �� +�����
���
 �� �
 ���"
"����� 0 ��
��
�� ��������� ���
�� �
�� #

*
 ��
�����
 4�� 5 ��� �����
�� �
� �
 ���� � ��� ���� ��� ���
�� �
�� � ����" ��� 
� �����
tn

������ �
 ������"����
 ( ����� ��� ���
�� �
�� 
�' �����
t1, . . . , tn−1

# � ���� �
� ���
���

�� ����
��"����� �
��� ��� ������"����
� (

n
��
n− 1


�)�� �
�� #
	�
tn → tn−1

% �
 � ���

lim
tn→tn−1

W (x1, t1; . . . ;xn−1, tn−1;xn, tn) = W (x1, t1; . . . ;xn−1, tn−1) δ(xn − xn−1)
4� #�5

������ �
���� ��� �
��
"���
xn

��
xn−1

�����
� !��� ���
������ #
� ������
� ! �! �"�
#
$$�$ $�
 #%&$��'�
 � �� � ������
� ������� ���
 � ��� ��� � � ��� ��
���� �� �� � ������ ��� ��� � ����������� �����
�� {W (x1, t1; . . . ;xn, tn)}n≥1

������ ����� � �
�
���������� 
�� � 
�

�
� �

� ������
� ! �, �"�
#
$$�$ $�&��
��&��
 � �� � ������
� ����������
 � ��� ��� ������������
� �
W (x1, t1; . . . ;xn, tn) = W (x1, t1 + τ ; . . . ;xn, tn + τ) ∀ τ ∈ � � ∀n ≥ 1

� � � ������
 ����

��

W (x1, t1;x2, t2) = W (x1, 0;x2, t2 − t1)	��� ��
��	�� �	 ������	 	� �
 
	�� �	 ����	 ��� 	 
�� ���
�� � �� 
���
�	
W
�	 ������
�
�� ����� 
� �
� � ��� 
�

� ���	 �	��
�� �	 ������
�
�� �

x
	�� ��	 ���
�� �	 
���
��	 �



� �� � �� �
�� ������ ��


���
W (x1, t1) = W (x1)

�� � ����� ����� � �
 ���� � �

$

� � ��'����� �� �
 �)��� � #� �7 �
 ��
�����
 �
���
�� ��� �'�� % �
 ������"����
 ( �

����� ��� ����� ���

limt→t0 W (x, t0) = δ(x − x0)
# 	� ��� ��
�����
� �
 ���
��� ��
� 
��
������ %

W (x0, t0)
������ ���� ������"����
 #

/
�+��� % �
 
� ���� ��� ��� � ��
� ����� 4��
)��5 �����
�� ���������� �

� �� ��� ���� � ���
��" �� �� )�
���� ��������� ��
���
���
� 4�
� �'����� �
� �
��
"�� � ��������)���� % �
 ��� �
��
���� � ��
� ������ % ��� #5 # 	� �� ��������� ��� ��
���


��� % �
 � ��� ���
��� �
 �����
�� �


N�
������
� �� �����
T

��
� �
 +��
 �
 ��
�������� #

x(t)

t

x1(t)
x2(t)

xN (t)

T 2T NT

��� � � #� � �������
�
�� �	 �
���
���
��� �	 ������
�
�� 	 ����
� � ���	 �	��	 ��
�	�
	 �	����	��	 � ���
���
	���� ����
����
�	

x(t)
�

� ��
 �����
� % �� ��� ����� �� ��
�
����� 
��� ��� ���"
"������ ��
�����

����� #
� ������
� ! �1 �"�
�&������$ #
�. ���
��
 ��
$� ����� �

t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk
� �� ��� �

� �� ����� �� � ���������� ���������� �� ��
P (x1, t1; . . . ;xk, tk|xk+1, tk+1; . . . ;xn, tn) dxk+1 . . . dxn� ��

P (x1, t1; . . . ;xk, tk|xk+1, tk+1; . . . ;xn, tn) dxk+1 . . . dxn

=

{ � ���������� �� ���

�
�� {x(tk+1) ∈ Ik+1, . . . , x(tn) ∈ In}������ � �
� {x(t1) ∈ I1, . . . , x(tk) ∈ Ik} ,

4� #�5
��

P (x1, t1; . . . ;xk, tk|xk+1, tk+1; . . . ;xn, tn) =
W (x1, t1; . . . ;xn, tn)

W (x1, t1; . . . ;xk, tk)
.

4� #� 5

��� ������"����
� 0 ������
� ��� ����������
4�5

P (x1, t1; . . . ;xk, tk|xk+1, tk+1; . . . ;xn, tn) ≥ 04��5 ∫�
n−k dxk+1 . . . dxn P (x1, t1; . . . ;xk, tk|xk+1, tk+1; . . . ;xn, tn) = 14���5

P (x1, t1; . . . ;xk, tk|xk+1, tk+1; . . . ;xn, tn)
��� � � ������� ���� ��� � �����
���
� ���


�)�� �
�� {x1, t1; . . . ;xk, tk}
�� {xk+1, tk+1; . . . ;xn, tn}

#
4�� 5 ∫� dxn P (x1, t1; . . . ;xk, tk|xk+1, tk+1; . . . ;xn, tn)

= P (x1, t1; . . . ;xk, tk|xk+1, tk+1; . . . ;xn−1, tn−1)��� �����
� ��� ���
��� �
� �� �
 ���
����
 � #� # �� ������� �
 �
��������� �� 4� #�5 ���
lim
t2→t1

P (x1, t1|x2, t2) = δ(x1 − x2).
4� #�5



�� ���� ��
� � � �
������� �������������

/��� 
���)�� � ��������� % 
��� 
���
� �����
� ��� ������� {xi, ti}
�
� ���� �
����

i
# *


��

�� ���
P (1, . . . , k|k + 1)


���
W (1)

��� �����
��
�� ( ����� ���
W

# �
 �2�� % �
� �

���
����
 4� #� 5 ��� ��� ���

P (1, . . . , k|k + 1, . . . , n) = W (1,...,n)
W (1,...,k)

% �
 


W (1, 2)
(2.4)
= W (1)P (1|2) 4� #�5

W (1, 2, 3)
(2.4)
= W (1, 2)P (1, 2|3) (2.6)

= W (1)P (1|2)P (1, 2|3) 4� #(5
W (1, 2, 3, 4)

(2.4)
= W (1, 2, 3)P (1, 2, 3|4) (2.7)

= W (1)P (1|2)P (1, 2|3)P (1, 2, 3|4)
4� #�5

###
W (1, 2, 3, . . . , k) = W (1)P (1|2)P (1, 2|3) . . . P (1, 2, 3, . . . , k − 1|k), 4� #+5

�� ��� ��
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 ��� ���"
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"������
W
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���

� ��� ���"
"������ ��
���
���

�����

P
# &
 ��������� ��� ��
������ � ��� ��
� 
���� " ��
 !��� ���
� �
� �
 ��

�� ��

��� ���"
"������ 
"������ ��� ����� �� ��� ���"
"������ ��
�����

����� #

� 
�&�'�
 	
 � ��� 
���� ���' � ��
�� �� ��� ��� �� ���������
x(t)

#
4�5 *� ��� ������ ��
����� �

� � ��
���"�� {x(t, ω)}ω

�� ��� ��
���
���
� # *�� �������� ��
�
���
���
�

x(t, ω)
��
� �����
)���� �
� �
 �
����

ω

��
���


� ( �
 �
���"�� 
��������

Ω
4�
� �'����� ��� ��
�����
� �
 ���
���

ω
�� � ����
�� �� ��
��

Ω
5 # 	����
� �
 
�����

�
 � !� � 
��
���

x(t)

���� ����)
�� �� ��������� �

� ��
 �
���"�� % �� �
� �� ���
��
���
���
� �
���������� #

4��5 /��� ��
���
t
�'� %

x(t)
��� �
� �
��
"�� 
��
����� ������� # 	
 � ��� 
���� ��
�������

�� ��������� ����� �
 ���������
 4�
�
��5 {x(t)}t
�� ������ ��� �
��
"��� 
��
������

��
� ��� ������"����
� 0 ��
��� ��
� ��

��� �
� �
 ����
����� ��� +�
����
�
W

#
�

� ���� �)**! �%()$& � �,", �$%& #% 	)$�%()$ �!$!*�%*(�#
� ������
� ! �� ��
�#��
� .
 #
����&��
� � �� � ������� �� ����������� � ������

n
�
 � ���

����
�� �����
C(t1, . . . , tn)

� �� � ��� � �� ��
�
t1 6= . . . 6= tn

� ��

C(t1, . . . , tn) + 〈x(t1) . . . x(tn)〉 =

∫
�

n

dx1 . . . dxn x1 . . . xnW (x1, t1; . . . ;xn, tn).
4� #� 5

	� ���' ����� ���
����
� % �
 ������� 4� #�5 % �
� �'�����

lim
t2→t1

C(t1, t2) =

∫
� dx1

∫
� dx2 x1 x2 lim

t2→t1
W (x1, t1;x2, t2)

︸ ︷︷ ︸
=W (x1,t1) δ(x1−x2)

=

∫
� dx1 x

2
1W (x1, t1)

=
〈
x2(t1)

〉
,

4� #��5
�� 
�
�� �� ����� # *�� +�
����
� �� ������
���
 )�
��
����
� � ��� �� ��� ������ ��� ��
������ �


����
 �� � �� �
� � ��
� ������"����
 �� ���"
"����� #



� �� � �� �
�� ������ ��

&
� �������
 ��� ���

�� ��� �� �
���� ��� ������ ������� �� ����� ��� �
��
"���
x(t1)

��
x(t2)

�
� ��� ������
���
� 
�
 �����
��� # ����� �
+��� 
���
 ��� ��

�� �
� �� ��������� �
�
�� �
 +�
����
 � �
��� ������
���
 #
� ������
� ! �� ��
�#��
� . �&��
#
����&��
� � �� � ������� � ��
 ������������� �
 � ������
�
�

K(t1, t2)
�� � ��� � �� ����

K(t1, t2) =

〈(
x(t1) − 〈x(t1)〉

)(
x(t2) − 〈x(t2)〉

)〉
= C(t1, t2) − C(t1)C(t2).

4� #��5

/��� �
 ��������� ��
���


���
K(t1, t2) = K(|t1 − t2|)

# 	�
K(|t1 − t2|) ' 0

�������
|t1 − t2| > tc

% 
����
tc

��� 
�� ��� ���� � �� ����������� # � �
�� % ������� |t1 − t2| > tc
% �
 � ���

��
������� ��� ��� �
��
"��� 
��
������
x(t1)

��
x(t2)

��
� ��
������ �
� �
��� �
�

��� #
&
� 
����
 ������

�� ��� ����� �� +�
����
 )�
��
����� # /��� �
� �
��
"�� 
��
����� �����



��� % �
 +�
����
 )�
��
����� � ��� �� � ��"��
�� ��� � �� �
�� �� �
 ������"����
 �
� �����
���
 #
� 
�� ���
���
 �
 ���
����
 #
� ������
� ! �� ��
�#��
� �����&���#
 .
$ �
�
��$ � ���� 
� �

�
������� ���������

x
��

��� ����
 ����
P (x)

��� � ��� ��� �� �� ��� � 〈xn〉 =
∫� dxxnP (x)

� ����� �� ��� � �� �� � �������
� �� �������� ��� ��� �� ��

G(z)
���

G(z) =

∞∑

n=0

in

n!
〈xn〉 zn =

〈 ∞∑

n=0

(izx)n

n!

〉
=
〈
eizx
〉

=

∫
� dx eizxP (x),

4� #��5

��� �� �
� ��� ��� �� �� � �������� �� � � �� ����
�
�����

dnG(z)

dzn

∣∣∣∣
z=0

= in 〈xn〉 . 4� #�� 5

G(z)
��� ��
� �
 ��

�+��� �� �� ������� ��

P (x)
# ����� ���
���� ���
����
 � �
��� ���

� ��
+��� 
���
 ��
��
�� �

� � ��
���"�� ��� � �� �
�� ��� �����
��
�� ( ����� �� �
 ������"����

�� ���"
"�����

P (x)
# �
 �2�� % ��


���

� ���� ��� � �� �
�� 4�� ���� ��� � � ������� ��

��)��
���� ��� +�
����
�5 % �� ��� � ����" �� �� �
������
P (x)

# ����� ���
����
 �� )�
��
����
���� � ���� � ��� �
 ��������� ��� ��
������ #
� ������
� ! �� ��
�#��
� �����&���#
 .
$ #
����&��
�$� ����

f(t)

� � � ������� ��� ��

����� �� ��� � �� �� � ������� � �� �������� ��� ������������
G(f)

� ��

G(f) =

∞∑

n=0

in

n!

∫
�

n

dt1 . . . dtn f(t1) . . . f(tn) 〈x(t1) . . . x(tn)〉︸ ︷︷ ︸
=C(t1,...,tn)

=
∞∑

n=0

in

n!

〈(∫
� dt x(t)f(t)

)n〉

=
〈
ei �� dt x(t)f(t)

〉
,

4� #��5
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��	� �� ���
�
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�	 �� � ����	�� 
� ����
���	�� 	�� �	 � ��	�� � �����	 ! � 
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�� � 
	� ����� 
�
���
��� ���� ��� 	��	� 	 
�� ���
�� � 	� 
	���
�� ���	��� 	����
	�� �	 �	�� 	 �	 ���
�
�� �	 
�������
�� ����
��
�
�	 �� ���
�
�� �	 
�������
�� ����
��	 �



�� ���� ��
� � � �
������� �������������

��� �� �
� ��� � �������� �� ����������� � �������� �� � ��� ����
�
����� � �� ������ �� ��

δnG(f)

δf(t1) . . . δf(tn)

∣∣∣∣
f=0

= in 〈x(t1) . . . x(tn)〉 .
4� #��5

*
 ���
���
 4� #��5 +
�� 
��
�
���� � ��� ��
���� �� ����
�
����� � �������� �� ��% ��
� �� � �" ���

��� δ
δf(t)

# 	
 ��������� +��� ���� ����
������ ���
δf(t)

δf(t′)
= δ(t − t′),

4� #�(5
� ��7 � ��
 ��
"��� +
����� �
� 4� #��5 ( �
���� �� 4� #��5 #
� ������
� ! �� ����� �&��$ � ��� �
� 
 ��� ��

K(t1, . . . , tn)
��� � ��� � �� ���

K(f) = ln(G(f)) =
∞∑

n=1

in

n!

∫
�

n

dt1 . . . dtn f(t1) . . . f(tn)K(t1, . . . , tn).
4� #��5

	
 � ��� �'���� �� ��� ������
���
� �
 ���� �� ��� �����

�� % �� ���������
 # /
� �'����� %
�
 


C(t1) = K(t1)
4� #�+5

C(t1, t2) = K(t1)K(t2) +K(t1, t2)
4� #� 5

C(t1, t2, t3) = K(t1)K(t2, t3) +K(t2)K(t1, t3) +K(t3)K(t1, t2)

+K(t1)K(t2)K(t3) +K(t1, t2, t3)
4� #� �5

###
/��� � �
���� 4� #�+5 ( 4� #� �5 % � ���
�

Kn = in
∫
�

n

dt1 . . . dtn f(t1) . . . f(tn)K(t1, . . . , tn),
4� #��5

�� ����� ���
K(f) = ln(G(f)) =

∞∑

n=1

Kn

n!
.

4� #��5
/��� ������� ��� ������
���
� % 
��� ����
� ��
"��� �
� �'�������
 � ���

G(f)
�
 +�
����
 ���

Kn
��


���

� ����� ��

ln(G(f))
% ���� ���
����� ����� ����� 
��� ����� 4� #��5 ���
���

� ���

������
���
� # � �
�� % �
 ��������

� 0���� �
� �������� � �����
G(f) = eln(G(f))

(2.23)
= eK1+ 1

2!
K2+ 1

3!
K3+...

= K1 +
1

2!
K2 +

1

3!
K3 +

1

2!

(
K1 +

1

2!
K2

)2

+
1

3!
K3

1 + . . .

= K1 +
1

2!
(K2 +K2

1 ) +
1

3!

(
K3 + 3K1K2 +K3

1

)
+ . . .

(2.22)
= i

∫
� dt1 f(t1)K(t1) +

i2

2!

∫
�

2

dt1 dt2 f(t1)f(t2) (K(t1, t2) +K(t1)K(t2))

+
i3

3!

∫
�

3

dt1 dt2 dt3 f(t1)f(t2)f(t3)
(
K(t1, t2, t3) + 3K(t1)K(t2, t3)

+K(t1)K(t2)K(t3)
)

+ . . .
4� #�� 5
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*� ������
� ���� �� � ����
����
���
 ���� � ( ���� � �� ����� ����� 4� #�� 5 
��� ����� 4� #��5 ��� ����

��

G(f)
# 	
 ���
� �)
��� �
� ������ �� +
�� ��� ��� +�
����
�

C(t1, . . . , tn)
��
K(t1, . . . , tn)��
� � � �������� ���� � ����

)� �� ����� 
�)�� �
�� # 	
 � ��� �
������ ��� ���
���
� �
���

������
���
� �� �����

�� # /
� �'����� % �
 ���� �� 4� #�+5 �� 4� #� 5 ���
K(t1, t2)
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� �
���� ��� �
 +�
����
 � �
���������
���
 �� ��� ������ # *�� �����

�� )�
��
����
� ��
�
����� 
����
 
�' ������
���
� � ������ ��� ������ # *�� �����

�� ��
� �
�+��� 
�� ���� +�
��
���
� �� ������
���
 ���
����� #
�
��
 ! �� ��
����&��
�$ 
� 0
�#��
� .
$ #��� �&��$� �� ��� �� � �� ����� �
 � ���� �
� ���� ���� ��� �� �� � ������� �� ����������� � ������

n
�� ���� �� ��� �
�
 ��� �� � ������

k ≤ n��� �� �
 �
�
�� ���


�� � �
�
���� {t1, . . . , tn}

�� ��
 ��� ��� � ����� ��������� �� 
� ��� �� ��
������� ���� ���
�
���� 
����������� �


��� � ������� 
� � � �������
K

	 ����
 � ��
������� ����

���� � �
� ����
 � ��������� � � ������ �� � ���
 �� ��� � ��������

K
�


�
�
� ���� �� �
� ��
 ��� ��� � ��������� ��������� �

���� �� � ��� ����� �� �� � ���� �
 �
�
�� ��� � ���

Ω = {t1, . . . , tn}
� ����

p
�� ��� ��� �� � ���������

��
Ω
� ����

Ω(i) =
⋃ki
j=1A

(i)
j

�� �������� ����� ��
Ω

����� ��
i�� � ��������� ���� ����� �

ki ≤ n
��
������� ���� �����

A
(i)
j

�� ������� ���
j
� �����

C(Ω) =

p∑

i=1

ki≤n∏

j=1

K
(
A

(i)
j

)
.

4� #��5

� �� � �� ������ � ��	�����

� �� �� 
 !�$(%()$ #% #�#"�  #&
*
 ��
��� ��� ��� ������ ��� ��
������� ���
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� ��� ������ ��
�����
� 4�5� 4�� 5 �� �
 ���

�
����
 � #� ��� ���"
"������ 
"������ ��� ���� �
��� # /��� ��� �� ��
���� �� ��� ������ ����
��
������ ���� ����� % �� ��� 
�����
��� �� �� ������ ��� ��
�����
� ������� �
�
���� #
� ������
� ! ��� �"�
#
$$�$ .
 	 &�-
� � �� � ������
� �� � ��� �� 
 ����

�� 
�
 ������
�
���� � � ��� � ����������� ���������� �� ��� �� � ∀ t1 < t2 < . . . < tn

�� � ��� �����

P (x1, t1;x2, t2; . . . ;xn−1, tn−1|xn, tn) = P (xn−1, tn−1|xn, tn).
4� #��5

&
� ����� ���
����
 �����
�� ( ���� ��� � ����
�� �
� {xn, tn}

� ��� �
� ��� �� ������

��
� {xn−1, tn−1}
# 	
 ��� �� +
8�
 �� 
)�� ��� �� +���� ��� �
��� �
�

� �� � �� ������� ��

� ���� � % �� �
���� ��� �� ��������� ��� �

� � ������ # �
 +
�� % �� �
�
����� � 
������
 4��

����'�� 
����� �
� � 
������
 5 � ��
 ��� ������ �� ����� ��� �
� �������
 �����
�� % ���� �

��� �� �����
� �

� � ��'����� �� � ����� �
� "��-
��
 �� �

� � �
����� ����
���
� #
�
��
 ! �! �� ��
 �� ���� �� ��

W (x, t)
�� �� �� ���"
"����� �� ��

�����
 �� � 
����

P (x1, t1|x2, t2)
������ �� � �� ������ �� � �� � ������
� ����������
 � �� 
 ����

�
�

��� ��� �� � ����� ��
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� 
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� �	� ����� �� �� � �������� 
� � ����� �



�� ���� ��
� � � �
������� �������������

"�
��
 $� �
 ���
����
 � #� �
 �
�� ��� �� ��������� �����
������ ��� ���
� �
� �
 ��

��
��� +�
����
�

W
# $� ���� % 
��� 
��
� � �
��� ( �
 �
 �� �
 ������
 � #� #� ��� ���

W
��
��
�

�
������ �
� ������ �
�� �
� �
 ��

�� ��
W (x1, t1)

�� ��� ���"
"������ ��
�����

�����
P
#

�
 
������

� �
 ���
����
 �� ��������� �� � 
���� ��� � ����
���
 4� #+5 �
 


W (x1, t1; . . . ;xn, tn) = W (x1, t1)P (x1, t1|x2, t2)P (x2, t2|x3, t3) . . . P (xn−1, tn−1|xn, tn),4� #�(5
�� ��� 
����� �
 ������ �
� �
 ��
��
�� ��� ��� ���' +�
����
�

W (x, t)
��
P (x1, t1|x2, t2)������ �
�
� ���� ���

W
# � ���������� �
� % �� ���

W
��
� �� �
 +��� � 4� #�(5 % �
 ���� �� �


���
����
 4� #� 5 ��� �
 ��������� �� � 
���� ��� ������� #
�

� �
���
� ��� ���� � ����� �
� ������ �
���� 0 ���� �� �
 ��������� �� � 
���� #

��
���
 � ��'�&��
� .��
�� ���$�
 � ��
������
� � ����
���
 ��2 ���
������ �� ���� ���
�����

ẋ(t) = F (x(t))
#� 	���

φ(x0, t− t0)
�� .�� �� � ����
���
 ��



� �
 ��
0 �������

x(t) =
φ(x0, t − t0)

������� �
�

� ( �
 ��
�����
 �
���
��
x(t0) = x0

# ���������
� ��� � ��
�� ��
����� ��
0 ������� % �
� �'����� {x0, t0;x1, t1;x2, t2; . . . ;xn, tn}

# � �

� ��

� ��� �
 ��
�����

�
���
�� ������ �
� ��������� �
� �
 �������
 % �
 


x1 = φ(x0, t1 − t0),
4� #��5

x2 = φ(x0, t2 − t0) = φ(x1, t2 − t1),
4� #�+5

###
xn = φ(x0, tn − t0) = φ(xn−1, tn − tn−1).

4� #� 5

t0

x0

t1

x1

t2

x2

tn

xn

��� � � #� � ���� 	
��
�	 ���	�� 
�
��	 	� ��
���
xi = x(ti)

�
i = 1, . . . , n

�

/������ �
 �
������� �
��

� �� {x0, t0}
���� �
���� 
��� ��������� �
� ���� ��� � ��
��

{xi, ti}ni=1

�
 
 �
� ���
����


W (x1, t1; . . . ;xn, tn) = δ (x1 − φ(x0, t1 − t0)) δ (x2 − φ(x0, t2 − t0))×
× δ (x3 − φ(x0, t3 − t0)) . . . δ (xn − φ(x0, tn − t0)) .

4� #� �5
�
 ������

� 4� #��5 ( 4� #� 5 �

� 4� #� �5 �
 


W (x1, t1; . . . ;xn, tn) = δ (x1 − φ(x0, t1 − t0)) δ (x2 − φ(x1, t2 − t1))×
× δ (x3 − φ(x2, t3 − t2)) . . . δ (xn − φ(xn−1, tn − tn−1)) .

4� #��5
� �� � �� � ��� �	 �	���

�
�� 	 �� �������
�� 
�� ����	 �
���
�� �
���	��
	��	 � �����	 �����
	�� � 	�� �	

����
�	 	 �� ������	 �
���	��
	� �	 ��	� 
	� ����	 �x(t)
	�� ����� �� ���
	���� �	
���
	�� �



� �� � �
������� ��
� ����� �+

	� � ��
 ���
��
P (x1, t1|x2, t2) = δ (x2 − φ(x1, t2 − t1)) ,

4� #��5
W (x1, t1) = δ (x1 − φ(x0, t1 − t0)) ,

4� #�� 5

���� �
 �
���

� 4� #��5 �� 4� #�� 5 �

� 4� #��5 �
 �"���
�
W (x1, t1; . . . ;xn, tn) = W (x1, t1)P (x1, t1|x2, t2)P (x2, t2|x3, t3) . . . P (xn−1, tn−1|xn, tn),4� #��5

�� ��� ��� � ����
���
 4� #�(5 �� �� ��� ������ ��� �
������ �
� ������ �
� �
� �
 ��

� ��
W (x1, t1)

�� ��
P (x1, t1|x2, t2)

% �
� ��
�����
� �� ��� ������ ��� �� � 
���� #
*
 � ��

���� ��� ��
� �
 ��� ������ �� � 
���� ��������� �
 ��
�����

� �� ������

{q(t), p(t)} �������
 ��� ���
���
� �

�
�����

q̇(t) =
∂

∂p
H(q, p),

4� #��5

ṗ(t) = − ∂

∂q
H(q, p),

4� #�(5

��� ��
�����
� �
 ���
���

q(0) = q0
��
q̇(0) = v0

# 	� � ��
 
� ��
������ ��� �� ���������
q(t)�

� ��
�� ������ ��

p(t)
% �� ��������� � ��

���� � ��� �
 ��������� �� � 
���� �
� �
 �����

��

�� �� �
 � ������
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���� )�
��
�� % �� �� � ���
�� ��
 ��������� �����

� � 
������
 �
 
�0 ��)


� ��� �
��
"��� % �� �� ��� � ���� ����� ����
������ �
 ������� 

� ��� �
��
"��� # �� ��� ��
� ��� ���

� �� �������� � ��� ������� �
��
"���
�
 ��������� �� � 
���� ��� �
�
"�� # $ � ���� % �� ��� ��
�����
� �
 ���
���

q0
��
v0

��
� ��
����
������ �
� ������"���� % �� � ����� �
� �����
� 
����
������ �
� 
��
����� �� �
 ��������� ��
� 
���� ��� �)
��� �
� � ����� % ���� � ��'����� � # �

��
���
 ! �	
��
�
�� ��
���
� � 	������
� �
 � ����� �
� "��-
��
 �

� ��
��
�� +���� # 	
 ��
������ ��� ����
��� �
�� ��������+�

(xk−xk−1)
�� �
 �
������� �� �
 �"����� (

� �������� �� �����
τ
�� ���������
 ��� � ������ ��� ��� ����
��� �
�� ��
� �
��� �
�

�� �����

�� ��
 �
 +
�� �
 ��
�������� # *
 ���"
"����� ��
�����

���� � ��
� ���������
 �� ����
��� �
��
��"��

� �
 {x1, t1}

��� 
���� �� �
 +��� �

P (x1, t1|x2, t2; . . . ;xn, tn) =
W (x1, t1; . . . ;xn, tn)

W (x1, t1)

= F (x2 − x1, t2 − t1;x3 − x2, t3 − t2; . . . ;xn − xn−1, tn − tn−1)

=
n−1∏

i=1

F (xi+1 − xi, ti+1 − ti).
4� #��5

*
 ����
�� ��)
� �'���� � � ��
�
��

�� ��
P (x1, t1|x2, t2; . . . ;xn, tn)
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µ(ω)

W (x1, t1; . . . , xn, tn) =

∫
dω µ(ω)Wω(x1, t1; . . . , xn, tn)

(2.39)
=
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dω µ(ω)δ (x1 −X(t1, ω)) . . . δ (xn −X(tn, ω)) .

4� #� 5

	
 ������ ���
W (x1, t1; . . . , xn, tn)

���
� �
� 4� #� 5 �
���+
�� 
�' � ��
�� 4�5 ( 4�� 5 �� �

���
����
 � #� �
)� �� ��� ��� ���"
"������ 
"������ % �� ��
� ���� ��

�� ���
�� �
 ��� ����
��� �����
������ % � 
�� �� ��������� % � 
�
��


� ������ ( � �������� �� �����

tc
��� ��������
�

� ������������� % 
� 0 ���� ���� �� �
 ��������� �� � 
���� # &
 ������� � )�
��
� �2 ( )��� ��
)���� 
����� ��� ����� +
� ���� �� ���"
"������ 
"������ �
���+
��

� ��� � ��
�� 4�5 ( 4�� 5 �� �

���
����
 � #� � ��� �� � ����� ���� �
 +��� � 4� #� 5 ( � �
��� � ��
� �
��'
���
 
����
��

ω
���

��
���
���
� # *����+��� % � ����
��
Ω

��� ���
�� �
��
ω

��� 
���� 
"���
�� % �� 
 �
 �
� ���0 ����
�
� �
�������
���
 
���� # �

*�� �'������ �������
�� � �
���
� ��� � �
����"����
 �� �
 ��������� �� � 
���� ( �

��� ������ ��� �����
�� # � ��� ��� �
� �� ����' ��� �
��
"��� �����
������� �� �� � �������� ���
����� � ��"����
���
 # $ 

� ��� �'������ ���� ���� �

� �
 ����� �� ����� % �
 
�� ����
 ��� �

��������� �� � 
���� ��
���� ( �
� ����������
 
�����
"�� �� ���
�� �
� �� ����� ��
������ #
�� � ��
� ����� ���0 ���� ��0 �� ( �
����
 �� � ��� !��� �
�
���� �
� ��� �"����
���
� ���� �
�� #



�� ���� ��
� � � �
������� �������������

� �� �� �+,�%()$ 
# �'��" �$��) " )�)*)�
� ������
� ! ��� ��'�&��
� .
 �%&��&���
 ��
�
�
� � ���� 
� � ������
� ������� ���
 �
�� 
 ����

�
� ����� �� � ���������� �� ����� �����

P (x1, t1|x2, t2)
�� �� �������
 ����

W (x, t)
������

� �� �

P (x1, t1|x3, t3) =

∫
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dx1W (x1) 〈x1|Tτ |x2〉 = W (x2),
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Tτ = lim
N→∞

Tτ/N · · ·Tτ/N = lim
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 � �� � � ��
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W (x1, t1; . . . ;xn, tn)

��� � ��� �������
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� �
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x1, . . . , xn
��
� ����
 � ����� ��

t1, . . . , tn
� � �����	�����

W (x1, t1; . . . ;xn, tn) =
1

(2π)n/2
(detA)1/2 e−

1
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i,j=1 xiAijxj
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W (x1, t1; . . . ;xn, tn)
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W̃ (k1, t1; . . . ; kn, tn) = e
− 1

2 �n
i,j=1 ki(A

−1)
ij
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W̃ (k1, t1; . . . ; kn, xn) =
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n

dx1 . . . dxn ei〈k|x〉W (x1, t1; . . . ;xn, tn)
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W̃ (k1, t1; . . . ; kn, xn) =
(detA)1/2

(2π)n/2
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n

dy1 . . . dyn ei〈k|O·y〉e−
1
2〈y|Ot·A·O|y〉
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(detA)1/2

(2π)n/2

n∏

j=1

∫
� dy ei(O

t·k)jye−
1
2
λjy
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(det A)1/2
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λ
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− 1
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∏n
j=1 λj

% �
 �"���
� �

���
� �
�

W̃ (k1, t1; . . . ; kn, xn) = e−
1
2 �n

j=1(O
t·k)jλ

−1
j (Ot·k)j

= e−
1
2〈k|O·D−1·Ot|k〉

= e−
1
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〈x(t1) . . . x(tn)〉 =
1

in
∂

∂k1
. . .

∂

∂kn
W̃ (k1, t1; . . . ; kn, tn)

∣∣∣
ki=0∀ i
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〈x(t1) . . . x(tn)〉 =

∫
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n

dx1 . . . dxn x1 . . . xnW (x1, t1; . . . ;xn, tn)

=
1

in
∂

∂k1
. . .

∂

∂kn

∫
�

n

dx1 . . . dxn ei〈k|x〉W (x1, t1; . . . ;xn, tn)

︸ ︷︷ ︸
(2.64)

= �W (k1,t1;...;kn,xn)

∣∣∣
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,
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C(ti, tj) = 〈x(ti)x(tj)〉 =
(
A−1

)
ij
.
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〈x(ti)x(tj)〉 = − ∂

∂ki

∂

∂kj
e−

1
2 �n

l,m=1 kl(A−1)
lm
km
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k=0
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∂

∂ki


e−
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l,m=1 kl(A−1)
lm
km
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(
A−1

)
lm

(δj,lkm + klδj,m)




k=0

=
1

2
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(
A−1

)
lm

(δj,lδi,m + δi,lδj,m) e−
1
2 �n
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lm
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∣∣∣
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∣∣∣
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
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∫
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∞∑
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∞∑
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W (x)

��� )
�����

��
W (x) = 1√

2π
e−

1
2
x2 #

=⇒5 /������ �� ��������� ��� )
�����
 ��
���
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P (x, 0|y, τ) = d e−(ax2−2bxy+cy2),
4� #� �5

�7
a
%
b
%
c
%
d
��
� ��� +�
����
� ��

τ
# *
 ��
�����
 �� 
��� 
���
���
 ∫� dy P (x, 0|y, τ) =

1
��������

∫
� dy P (x, 0|y, τ) = d e−ax

2+ (bx)2

c

∫
� dy e−c(y−

bx
c )

2

(1.15)
= d

√
π

c
e
−x2 �a− b2

c �
= 1 ∀x, 4� #��5

� ��7
a =

b2

c
, d =

√
c

π
.

4� #��5
�� �
 ��
�����
 �� ��
���


���� 4� #��5 ∫� dxW (x)P (x, 0|y, τ) = W (y)

��������

1√
2π

∫
� dx e−

1
2
x2
P (x, 0|y, τ) (2.81)

=
d√
2π

∫
� dx e−((a+1/2)x2−2bxy+cy2)

(1.15)
=

1√
2π
d

√
π

a+ 1/2
e
−y2 �c− b2

a+1/2 �
=

1√
2π

e−
1
2
y2

︸ ︷︷ ︸
=W (y)

,
4� #�� 5
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c =
b2

a+ 1/2
+

1

2
, d =

√
a+ 1/2

π
.

4� #��5

�
 ������

� 4� #��5 �� 4� #��5 �
� �
�� ��� (
c
�
 ������

a = c− 1/2, b =
√
c(c− 1/2), d =

√
c

π
.

4� #��5

���� ��
���� 
���� �
������
 �� 4� #��5 �

� 4� #� �5

P (x, 0|y, τ) =

√
c

π
e
−c �y−� c−1/2

c
x�

=
1√

2π(1 − γ2)
e
− (y−γx)2

2(1−γ2) ,
4� #�(5

�7 �
 
 �
���� � ���

γ =

√
c− 1/2

c
, c =

1

2(1 − γ2)
.

4� #��5

* ���
�� ��
��
����� � � �
 ��� ��
�
σ = 1 − γ2 # �� ����� ( ��

�� �
 ��)
���
���
 ��

γ
# /��� ���� % ��
������
� �
 +�
����
 � �
��� ������
���
 � ��� �
 ��� ������ �� � � �

�


���� #

〈x(0)x(τ)〉 =

∫
�

2

dxdy x yW (x)P (x, 0|y, τ)

=
d√
2π

∫
�

2

dxdy x y e−((a+1/2)x2−2bxy+cy2)

=
d√
2π

1

2

∂

∂b

∫
�

2

dxdy e−((a+1/2)x2−2bxy+cy2)

=
d√
2π

1

2

∂

∂b

(
π2

(a+ 1/2)c − b2

)1/2

=
d

2

√
π

2

b

((a+ 1/2)c − b2)3/2

(2.86)
=

√
c− 1/2

c
(2.88)
= γ.

4� #�+5

γ(τ)
��� ��
� �
 +�
����
 � �
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���
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������� �� ������ � �

����
τ1, τ2 ≥ 0

γ(τ1 + τ2)
(2.89)
=

∫
�

2

dxdy x yW (x)P (x, 0|y, τ1 + τ2)

(2.41)
=

∫
�

2

dxdy x yW (x)

∫
� dz P (x, 0|z, τ1)P (z, 0|y, τ2)

=

∫
�

2

dxdz xW (x)P (x, 0|z, τ1)
∫
� dy y P (z, 0|y, τ2)

�©
= γ(τ2)

∫
�

2

dxdz x zW (x)P (x, 0|z, τ1)
(2.89)
= γ(τ1)γ(τ2).

4� #+�5
* ��)
���� �© ������� ��

〈y〉 =

∫
� dy y P (z, 0|y, τ2)

(2.87)
=

1√
2πσ

∫
� dy y e−

(y−γ z)2

2σ = γ z.
4� #+ �5
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��"��
C ∈ � ��� ��� 〈x(0)x(τ)〉 = γ(τ) = e−Cτ

#
C

��� � �����+ � ��� ���
P (x, 0|y, τ) 
����)
�

�
 ������"����
 � �������"��
W (y)

�������
τ → ∞ #

⇐=
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�����
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x0
#! *)2&"

t0 = 0
: L)$ % $#')$#*- % MN:OP Q ,)" 2  2 )%*" 6#$)%* R

〈
(∆x)k

〉
x0

≡
∫S

dx (x− x0)
kP (x0|x, t)

=

∫S
dx (x− x0)

k 1√
4πDt

e−
(x−x0)2

4Dt

u=
x−x0√

2Dt
= (2Dt)k/2

∫S
du uk

e−u
2/2

√
2π

= C(k) ×





0, k = 1,

2Dt, k = 2,

(2πt)k/2, k ≥ 3,

MT :NQ
 E

C(k)
& )!* U*') ,#$,!$( &#'

∫S
dx xn e−ax

2
=





1

a
n+1

2

(n−1)!!

2
n
2

√
π, n

&#-' <
0, n

-2&#-' : MT :OQ
J) ,#'#,*8') +-F!"-V ") *'#+!-* &#' $) V#-* /!) 〈

(∆x)2
〉
x0

)"* +) $ . '+')
t

)* $)" 2  32 )%*" "!& ('-)!'" 〈
(∆x)k

〉
x0

<
k > 2

< *)%+)%* 6)'" W(' &$!" 6-*) /!)
t
$ '"/!)

t → 0
: 0)", %"-+('#*- %" , %+!-")%* I $# +(X%-*- % "!-6#%*) :

YZ[
t0 6= 0\ [] ^_� ` ab cbde]fgbc efc`h_`

t
efc

t− t0 i
PT



PP �������� � 	 ��
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��������� � �� ���� !""#" $ �%#"�& ' () * +,-.CCBC ?. / 0+1,2 3,4 ,5 6). .C 7 ?@A BC@D C 8@9
.: @C 7. ?.B: D ,)-7@,)C

a(x)
.7
b(x)

7.9 9.C ;B . 90 * +,<0<@9@7= ?. 7+0)C@7@,)
P (x0|x, t)

C07@CD 0@7
>@? 〈∆x〉x0

=
∫
S

dx (x− x0)P (x0|x, t) t∼0
= a(x0)t + O (tα) , α > 1,

>@@? 〈
(∆x)2

〉
x0

=
∫
S

dx (x− x0)
2P (x0|x, t) t∼0

= b(x0)t + O (tα) , α > 1,
>@@@? 〈

(∆x)k
〉
x0

=
∫
S

dx (x− x0)
kP (x0|x, t) t∼0

= O (tα) , α > 1, k > 2.

J)" V %,*- %"
a(x)

)*
b(x)

" .#&& )$$)%* ')"& ),*-6)2 )%* D ,)-7@,) ?. ?=+@2. )* D ,)-7@,) ?.?@A BC@,) +! &' ,)""!" :
@% 6# 2  %*')' /!)

P (x0|x, t)
 G (-* I !%) (/!#*- % +-F(')%*-)$$) +) "), %+  '+') < 9 8=;B0A

7@,) ?. B,11 .+AC 90)-1

∂

∂t
P (x0|x, t) = − ∂

∂x

(
a(x)P (x0|x, t)

)
+

1

2

∂2

∂x2

(
b(x)P (x0|x, t)

)
,

MT :TQ
#6), , %+-*- % -%-*-#$)

P (x0|x, t = 0) = δ(x− x0)
:

��!#D! J) &' ,)""!" (*#%* +) = #'7 6 1 2  58%) < $ .(/!#*- % +) 01#&2 #%34 $2  5 ' 6&  !' !% -%"*#%*
t+ ∆t

+ %%)
P (x0|x, t+ ∆t) =

∫S
dy P (x0|y, t)P (y|x,∆t). MT :P Q

@% )"* , %+!-* I )E#2 -%)'
P (y|x,∆t) & !' !% *)2&"

∆t
-%X%-*("-2 #$ #!/!)$  % 6# #&&$-/!)'$)" , %+-*- %" M-Q3 M---Q : @% ,1)',1) I (*#G$-' !%) (/!#*- % +-F(')%*-)$$) &  !'

P (x0|x, t)
: L -*

φ(x)
!%) V %,*- % -%X%-2 )%* +-F(')%*-#G$) I "!&& '* , 2&#,* < #$ '" )% 2!$*-& $-#%* $)" +)!E2)2G')" +) MT :P Q &#'

φ(x)
)* )% -%*(5'#%* "!'

x
∫S

dxP (x0|x, t+ ∆t)φ(x) =

∫S
dy

∫S
dxP (x0|y, t)P (y|x,∆t)φ(x).

MT :FQ
J# 6#'-#G$) + .-%*(5'#*- % +! 2 )2G') +) 5#!,1) (*#%* 2!)**) <  % 9 V#-* $# "!G"*-*!*- %
x→ y

: G% '( '+ %%#%* $ . '+') +)" *)'2 )" +! 2 )2G') +) +' -*)  % #
∫S

dy P (x0|y, t+ ∆t)φ(y) =

∫S
dy P (x0|y, t)

∫S
dxP (y|x,∆t)φ(x).

MT :HQ
I *#%* + %%( /!)

∆t
)"* -%X%-*("-2 #$ )* /!)

lim∆t→0 P (y|x,∆t) = δ(x−y) < ")!$)" $)" 6#$)!'"+)
x

&' ,1)" +)
y

, %*'-G!)%* I $# +)'%-8') -%*(5'#$) : @% & )!* + %, V#-') !% +(6)$ && )2 )%*$-2 -*( +)
φ(x)

)%
x = y

< #-%"-
∫S

dy P (x0|y, t+ ∆t)φ(y)
∆t∼0'

∫S
dy P (x0|y, t)

∫S
dxP (y|x,∆t) ×

×
(
φ(y) + (x− y)φ′(y) +

1

2
(x− y)2φ′′(y) + O

(
(x− y)3

))

∆t∼0'
∫S

dy P (x0|y, t)
(
φ(y) + φ′(y)a(y)∆t+

1

2
φ′′(y)b(y)∆t

+O((∆t)α)

)
.

MT :JQ
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� !' $) +)'%-)' &#""#5) <  % # !*-$-"( $)" , %+-*- %" M-Q I M---Q +) $# &#5) PP #6),

x0 = y
: G%'( '+ %%#%* $)" *)'2 )" +) MT :JQ )* )% &')%#%* $# $-2 -*)

∆t→ 0
 %  G*-)%*

1

∆t

∫S
dy φ(y)

(
P (x0|y, t+ ∆t) − P (x0y, t)

)

︸ ︷︷ ︸
∆t→0

= �� dy φ(y) ∂
∂t
P (x0|y,t)

=

∫S
dy P (x0|y, t)

(
φ′(y)a(y) +

1

2
φ′′(y)b(y)

)
.

MT :�Q>%*(5'#%* &#' &#'*-)" $) 2 )2G') +) +' -*)
∫S

dy φ(y)
∂

∂t
P (x0|y, t) =

∫S
dy φ(y)

(
− ∂

∂y

(
a(y)P (x0|y, t)

)
+

1

2

∂2

∂y2

(
b(y)P (x0|y, t)

))
,MT :	Q')$#*- % 6#$#G$) &  !' * !*) V %,*- %

φ
< ,) /!- (*#G$-* $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 MT :TQ )*#,186) $# &')!6) :

�

� !� &�'#!"M-Q J .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 )"* + %, +(X%-) &#' $# D ,)-7@,) ?. ?=+@2.
a(x)

/!- ,#3'#,*('-") !% 2  !6)2 )%* +) *9& ) G#$-"*-/!) < )* $# V %,*- %
b(x) ≥ 0

/!- < )$$) < ,#'#,*('-")$# +-F!"- % :M--Q J .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 )"* +-*) 9@)=0@+. "-

a(x) = a1 + a2x, b(x) = b,

MT :N�Q
)* ;B0C@A9@)=0@+. "-

a(x)
)"* % % $-%(#-') )*

b(x) = b
: L- $ .(/!#*- % )"* $-%(#-') < #$ '" $#" $!*- % )"* 5#!""-)%%) :M---Q �%) " $!*- % +) MT :TQ #6), $# , %+-*- % -%-*-#$)
P (x0, t0|x, t = t0) = δ(x − x0)

)"*#&& )$() C,9B 7@,) D ,)?04 .)709.< )* +(X%-* $# &' G#G-$-*( +) *'#%"-*- % + .!% &' ,)""!"+) = #'7 6 +-F!"-V : � !' +(*)'2 -%)' * *#$)2 )%* $) &' ,)""!" )% /!)"*- % < -$ V#!* )%, ')+ %%)'
W (x, t)

: �#' $-%(#'-*( +) $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7
P (x, t) =

∫S
dx0W (x0, t0)P (x0, t0|x, t)

MT :NNQ
)"* )%, ') " $!*- % <  E

W (x0, t0)
)"* !%) ?@C7+@<B 7@,) ?. -,)?@7@,)C @) @7@09.C: @% #

P (x, t)|t=t0 = W (x, t0).
MT :NOQ

; '(%#6#%* <  %  2 )**'# $ .(,'-*!') +) $# , %+-*- % -%-*-#$) +#%" MT :TQ :M-6 Q J# +-"*'-G!*- %
Ps(x, t)

)"* C 707@,))0@+. "- ∂
∂tPs(x, t) = 0

: �%) +-"*'-G!*- % "*#*- %3%#-') M"- )$$) )E -"*)Q )"* #$ '" " $!*- % +)
1

2

∂

∂x

(
b(x)Ps(x)

)
= a(x)Ps(x).

MT :NTQ
M6 Q J# +-"*'-G!*- % 0** +,-3 . 90 ?@C 7+@<B 7@,) C707@,))0@+. #! , !'" +! *)2&" "-

lim
t→∞

P (x, t) = Ps(x).
MT :NP Q

�
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a(x)
b`
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J)" +)!E &' ,)""!" , %"-+('(" " %* +)" ,#" &#'*-,!$-)'" +) $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7&  !' !%) ,)'*#-%) +(X%-*- % +)

a(x)
)*
b(x)

:
� 	� 	
 � �
��� ��� ���� ���� ��������
� �� � ������

J) ,#" &#'*-,!$-)'
a = 0

)*
b = 2D

<
D = (βmγ)−1 < +#%" MT :TQ + %%) $ .(/!#*- % +)+-F!"- % MN:NJQ : J) &' ,)""!" 2 #'7 6-)% , '')"&  %+#%* )"* +(X%- &#'

P (x1, t1|x2, t2) =
1√

4πD(t2 − t1)
e
− (x2−x1)2

4D(t2−t1) , t2 > t1,
MT :NFQ

W (x, t) =
1√

4πDt
e−

x2

4Dt , t > 0.
MT :NHQ

0) &' ,)""!" )"* +-* * +,-.CCBC ?. �@.).+ : >$ )"* 1 2  58%) M2 #-" % %3"*#*- %%#-')Q < 5#!""-)%)* +) 2  9)%%) %!$$) : L)" '(#$-"#*- %" " %* $)" *'#� ),* -')" G' H%-)%%)" -""!)" +) $ . '-5-%) :
√ 〈x2〉(t)

x

t

x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

0

� ! " T :N # $ �f][^f`[h�^ a_ echgb^^_^ ab % [b�bc b` `cf� bg`h[cb^ &ch'� [b��b^ i �f gh_c& b �ef[^^b cbec�^b�`b
(
〈x2〉(t) =

√
2Dt \ ghdehc`bd b�` gfcfg`�c[^`[�_b a �_� echgb^^_^ a[)_^[* i

@% & )!* 6('-X)' )E&$-,-*)2 )%* /!) $) &' ,)""!" +) + -)%)' +(X%- &#' MT :NFQ )* MT :NHQ"#*-"V#-* $)" ')$#*- %" +) , 2&#*-G-$-*( +) 01#&2 #%34 $2  5 ' 6 MO :P NQ )* MO :POQ :J# , 6#'-#%,) +! &' ,)""!" +) + -)%)' )"*
C(t1, t2) = 〈x(t1)x(t2)〉 = 2Dmin(t1, t2).

MT :NJQ
0)**) +)'%-8') ')$#*- % ") 6('-X) )% ,#$,!$#%* + .#G  '+ &  !'

t2 > t1

〈x(t1)x(t2)〉 =

∫S
2

dx1 dx2 x1 x2 W (x1, t1;x2, t2)︸ ︷︷ ︸
=W (x1,t1)P (x1,t1;x2,t2)

(3.15)
(3.16)
=

∫S
dx1 x1

1√
4Dt1

e
− x2

1
4Dt1

∫S
dx2 x2

1√
4D(t2 − t1)

e
− (x2−x1)2

4D(t2−t1)

︸ ︷︷ ︸
=x1

=

∫S
dx1 x

2
1

1√
4Dt1

e
− x2

1
4Dt1

(3.2)
= 2Dt1.

MT :N�Q
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0 22) 〈x(t1)x(t2)〉

)"* !%) V %,*- % "92 (*'-/!)  % *' !6) MT :NJQ )% 5(%('#$ :
����� ����� � �	�"! ������ ��! !� � ���
 �""!� !�� "� ! ���� �

@% , %"-+8') !% ,1#2& ($),*' 2 #5%(*-/!) E(t) = E0e
−iω0t+iφ(t)  E

φ(t)
)"* !% &' ,)""!""* ,1#"*-/!) +) + -)%)' /!-  G (-* I $ .(/!#*- % +) +-F!"- % #6), , %"*#%*) +) +-F!"- %

D
:

@% 6# 2  %*')' /!) $# *'#%"V '2 () +) 
 !'-)' +) $# V %,*- % +) , ''($#*- % +! ,1#2&
C̃(ω) =

∫S
dt eiωtC(t),

MT :N	Q
#6),

C(t1 − t2) = 〈E(t1)E∗(t2)〉 ,
MT :O�Q

)"* (5#$) I $# $ ')%*W-)%%)
C̃(ω) = |E0|2

2D

(ω − ω0)2 +D2
.

MT :O NQ
J .($#'5-"")2 )%* "& ),*'#$ )"* + %, + %%( &#' $# , %"*#%*) +) +-F!"- %

D
: @% # )% )F)*

〈E(t1)E(t2)
∗〉 = |E0|2e−iω0(t1−t2)

〈
ei(φ(t1)−φ(t2))

〉
.

MT :OOQ
� "#%*

f(t) = δ(t− t1)−δ(t− t2)
< )* )% ") " !6)%#%* +) $# V %,*- % 5(%('#*'-,) +! &' ,)""!"+) + -)%)'

〈
ei �� dt f(t)φ(t)

〉
= e−D �� dt �� ds f(t)f(s) min(t,s),

MT :OTQ
 % & )!* (,'-')

〈
ei(φ(t1)−φ(t2))

〉
= e−D(min(t1,t1)−2min(t1,t2)+min(t2,t2)) = e−D|t1−t2|,

MT :OP Q
+ %* $# *'#%"V '2 () +) 
 !'-)' )"* &'(,-"(2 )%* MT :O NQ :
� 	� 	� � �� ����
� � �
�������������� ��� �� �� � ������

0) &' ,)""!" )"* +(X%- &#'
a(v) = −γv < b(v) = 2γ

βm = 2γ2D
)* +(,'-* $# *1)'2 #$-"#*- %+ .!%) &#'*-,!$) +#%" !% �!-+) I $ .(/!-$-G') *1)'2 -/!) : J .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 MT :TQ+ %%)

∂

∂t
P (v, t) = γ

∂

∂v

(
v P (v, t)

)
+ γ2D

∂2

∂v2
P (v, t).

MT :OFQ
J) &' ,)""!" 2 #'7 6-)% , '')"&  %+#%* )"* +(X%- &#' $# &' G#G-$-*( +) *'#%"-*- % " $!*- % +)MT :OFQ #6),

P (v1, t1|v2, t2 = t1) = δ(v2 − v1)
/!- )"*

P (v1, t1|v2, t2) =

√
mβ

2π

1√
1 − e−2γ(t2−t1)

exp

[
−β 1

2
m

(
v2 − v1e

−γ(t2−t1)
)2

1 − e−2γ(t2−t1)

]
,

MT :OHQ
)* -$ )E -"*) !%) +-"*'-G!*- % "*#*- %%#-') /!- )"* ,)$$) +) = #EH)$$ +) $# 6-*)"")

W (v) =

√
mβ

2π
e−β

1
2
mv2 .

MT :OJQ
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J) &' ,)""!" + .@ '%"*)-%3�1$)%G ),7 )"* C707@,))0@+. )* 5 0BCC@.) +) 4,�.)). )B 9 9.
〈v(t)〉 =

∫S
dv vW (v) = 0.

MT :O�Q
@% & )!* I % !6)#! 6('-X)' &#' $) ,#$,!$ )E&$-,-*) /!) $)" +-"*'-G!*- %" MT :OJQ )* MT :O�Q "#*-"3V %* #!E ')$#*- %" +) 01#&2 #%34 $2  5 ' 6 MO :P NQ )* MO :POQ : � !' +)" '#-" %" +) "92 (*'-) <$)" 2  2 )%*" -2&#-'" " %* %!$" : 0#$,!$ %" $# V %,*- % + .#!* , ''($#*- % +)" 6-*)"")" : 0 22)$) &' ,)""!" )"* +) 2  9)%%) %!$$) < "# V %,*- % + .#!* , ''($#*- % , �%,-+) #6), "# , 6#'-#%,) :0 %"-+(' %" + .#G  '+ $# 6-*)"") 2  9)%%) #! *)2&"

t
< + %%() !%) 6-*)"") -% -*-#$)

v0
#! *)2&"

t0
< " -* ")$ % MT :OHQ

∫S
dv v P (v0, t0|v, t) = v0e

−γ(t−t0) = 〈v〉v0,t0 (t),
MT :O	Q

+ %,
〈v(t0) v(t)〉 =

∫S
2

dv0 dv v0 v W (v0, t0; v, t)︸ ︷︷ ︸
W (v0,t0)P (v0,t0|v,t)

=

∫S
dv0 v0W (v0)

∫S
dv v P (v0, t0|v, t)

(3.29)
=

∫S
dv0 v

2
0 W (v0)e

−γ(t−t0)

=
1

βm
e−γ(t−t0).

MT :T�Q
� )2 #'/! %" /!) ,) &' ,)""!" (*#%* 5#!""-)% < "*#*- %%#-') < 2 #'7 6-)% M,#' -$ )"* " $!*- %+) $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 Q < #$ '" &#' $) *1( '82 ) +) ;  G "# , 6#'-#%,) + -* U*') )E& 3%)%*-)$$) < ,) /!) , %X'2 ) $) ,#$,!$ MT :T�Q : J) &' ,)""!" + .@ '%"*)-%3�1$)%G ),7 M#! ,1 -E +)", %"*#%*)"

β
<
m

<
γ

&'8"� Q )"* + %, $ .!%-/!) &' ,)""!" /!- )"* I $# V -" 5#!""-)% "*#*- %%#-'))* 2 #'7 6-)% :0#$,!$ %" )%, ') $# �!,*!#*- % +) $# 6-*)"") < + %%() !%) , %+-*- % -%-*-#$) {v0, t0}
:

〈
v2
〉
v0,t0

(t) =

∫S
dv v2 P (v0, t0|v, t)

=
1

βm

(
1 − e−2γ(t−t0)

)
+ v2

0e
−2γ(t−t0).

MT :T NQ
J)" (/!#*- % MT :O	Q )* MT :T NQ 2  %*')%* /!) $# 2 (2 -') +) $# , %+-*- % -%-*-#$) )"* & )'+!)&  !'

t → ∞ < *#%+-" /!) MT :T�Q )* MT :T NQ -%+-/!)%* /!) $)" �!,*!#*- %" #&&' ,1)%* +) $#6#$)!' +) $ .(/!-$-G') *1)'2 -/!) 1
βm

: � $!" 5(%('#$)2 )%* <  % 6 -* "!' MT :OHQ /!)
P (v0, t0|v, t)*)%+ 6)'" $# +-"*'-G!*- % +) = #EH)$$ MT :OJQ $ '"/!)

t− t0 → ∞ :
� �� � ��� ���� � ��������� �� ������ ��

@% ')2 #'/!) /!) 〈v〉v0,t0 (t)
)* 〈

v2
〉
v0,t0

(t)
 %* )E#,*)2 )%* $# 2 U2 ) 6#$)!' /!) +#%" $#*1( '-) +) J#%5)6-% M6 -' $)" (/!#*- %" MN:�OQ )* MN:	 NQ #!E &#5)" NJ )* N� ')"& ),*-6)2 )%*Q :; ) /!)$$) V#� % $ .(/!#*- % +) J#%5)6-% +(X%-*3)$$) !% &' ,)""!" "* ,1#"*-/!) +) = #'7 61 2  58%) 	
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� 	� 	 � ��� ��� � � �� �����
� �� ��� �� ��� P	
� 	� 	
 � �
�� � ����

� !' ,),- < -$ V#!* +(X%-' $)" , ''($#*- %" 2!$*-& $)" +)
v(t)

I &#'*-' +) ,)$$) +) $# V ',)#$(#* -')
f(t)

: ; #%" $# "),*- % N:O < % !" #6- %" V#-* $ .19&  *18") +) , ''($#*- % -%"*#%*#%() +)$# V ',) MN:�HQ < "#%" '-)% +-') +)" , ''($#*- %" + . '+') "!& ('-)!' : J) &' ,)""!" , 2&$)* #"" ,-(I
f(t)

)"* +(" '2 #-" +(X%- , 22 ) 5#!""-)% #6), , 6#'-#%,) 〈f(t1)f(t2)〉 = Γ δ(t1 − t2)
<

〈f〉 (t) = 0
: �% *)$ &' ,)""!" #6), , 6#'-#%,) "-%5!$-8') )"* #&& )$( <+B@7 <90)-: 0)**)  '-5-%)*)'2 -% $ 5-/!) &' 6-)%* +! V#-* /!) $# *'#%"V '2 () +) 
 !'-)' +) 〈f(t1)f(t2)〉

)"* , %"*#%*) <, .)"*3I3+-') -%+(& )%+#%*) +)" V'(/!)%,)" < + %, + %%) 2 U2 ) &  -+" I * !*)" $)" V'(/!)%,)"+! "& ),*') + . E $ .#"" ,-#*- % *)'2 -% $ 5-/!) +) ,) G'!-* #6), $# , !$)!' G$#%,1) :M-Q J# V %,*- % 5(%('#*'-,) +! G'!-* G$#%, )"*
G(f) = e−

Γ
2
�� dt |f(t)|2 .

MT :TOQ
@% ") " !6-)%* )% )F)* /!) $# V %,*- % 5(%('#*'-,) + .!% &' ,)""!" 5#!""-)% +) , 6#3'-#%,)

C(t1, t2)
)"*

G(f) = e−
1
2
��2 dt1 dt2 f(t1) f(t2)C(t1,t2),

MT :TTQ
+ %,

C(t1, t2) = Γ δ(t1 − t2),
MT :TP Q

,) /!- , %+!-* -22 (+-#*)2 )%* I MT :TOQ :M--Q L-
f(t)

)"* !% G'!-* G$#%, < #$ '" ∫ t
0 ds f(s) = x(t)

)"* !% &' ,)""!" +) + -)%)' :
�!-"/!) $) G'!-* G$#%, )"* 5#!""-)% )* /!) $# ')$#*- % )%*')

x(t)
)*
f(t)

)"* $-%(#-') < $)&' ,)""!"
x(t)

)"* (5#$)2 )%* 5#!""-)% M6 -' $) $)22 ) O :J I $# &#5) T�Q : 0) +)'%-)' )"*+ %, )%*-8')2 )%* +(X%- &#' "# , 6#'-#%,)
〈x(t1)x(t2)〉 = Γ

∫ t1

0
ds1

∫ t2

0
ds2 δ(s1 − s2) = Γ min(t1, t2),

MT :TFQ
/!- )"* -+)%*-/!) I ,)$$) +! &' ,)""!" +) + -)%)' :M---Q J) &' ,)""!" 5#!""-)% #6), , 6#'-#%,) 〈f(t1)f(t2)〉 = Γ (t2 − t1)

 E
Γ(t)

)"* !%)V %,*- % '#&-+)2 )%* +(,' -""#%*) #&& )$() <+B@7 -,9,+=:
�!�� ! � �� �. * +,-.CCBC ?.C 2@7.CC.C .)5 .)?+= *0+ 9 8=;B07@,) ?. �0)5 .2@)

d

dt
v(t) = −γv(t) +

√
2γ

βm
f(t),

MT :THQ
,�

f(t)
.C 7 B) <+B@7 <90)-� 〈f(t1)f(t2)〉 = δ(t1 − t2)

� 02.- B) . ?@C 7+@<B 7@,) 73 .+4 @;B. ?.C
2 @7.CC.C @) @7@09.C .C 7 @?.)7@;B . 0B * +,-.CCBC ? 8�+)C7.@)A (39.) <.-1 �
��!#D! ��!�� ! � ��' � !' ,) /!- )"* +! &' ,)""!" +) J#%5)6-% < $# ')$#*- % )%*')

v(t))*
f(t)

)"* $-%(#-') < + %,
v(t)

)"* !% &' ,)""!" 5#!""-)% ,#' !% &' ,)""!" 5#!""-)% ')"*)5#!""-)% " !" +)" *'#%"V '2 #*- %" $-%(#-')" M6 -' $) $)22 ) O :JQ : ; ) &$!" < $)" +)!E &' ,)""!" %* $# 2 U2 ) 2 9)%%) 〈v〉 (t) = 0
)* $# 2 U2 ) , 6#'-#%,) 〈v(t1)v(t2)〉 = 1

βme−γ(t2−t1) : �#', %"(/!)%* < , 22 ) $# , 6#'-#%,) + .!% &' ,)""!" 5#!""-)% $) +(*)'2 -%) !%-6 /!)2 )%* < ,)"+)!E &' ,)""!" " %* -+)%*-/!)" : @% , %,$!* /!) $) &' ,)""!" +) $# 6-*)"") )%5)%+'( &#' MT :THQ
�  !-* +) $# &' &'-(*( +) = #'7 6 &!-"/!) $) &' ,)""!" + .@ '%"*)-%3�1$)%G ),7 $# &  ""8+) :

�
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@% 6 -* /! .-$ 9 # !%) ')$#*- % (*' -*) )%*') $# +)",'-&*- % +)" �!,*!#*- %" &#' !%) (/!#3*- % +) J#%5)6-% )* ,)$$) + %%() &#' $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 : ;! & -%* +) 6!) +) $#&19"-/!) < $# $ - + .(6 $!*- % )"* 5(%('#$)2 )%* '(5-) &#' !%) (/!#*- % +-F(')%*-)$$) +(*)'2 -3%-"*) *)$$) /!)
d

dt
x(t) = F (x(t)).

MT :TJQ
L- $) "9"*82 ) )"* +) &$!" " !2 -" I +)" & )'*!'G#*- %" #$(#* -')" + %* $ .(,1)$$) +) 6#'-#*- %)"* G )#!, !& &$!" '#&-+) /!) $)" *)2&" ,#'#,*('-"*-/!)" +) $ .(6 $!*- %

x(t)
< -$ )"* "-2&$) )*%#*!')$ + .)%6-"#5)' !% 2  +8$) �I $# J#%5)6-% � )% 9 #� !*#%* !% G'!-* G$#%,

d

dt
x(t) = F (x(t)) + f(t), 〈f(t1)f(t2)〉 = Γ δ(t1 − t2).

MT :T�Q
Γ

+ -* U*') +(*)'2 -%( &#' $# &19"-/!) +! &' G$82 ) : �#' )E)2&$) <
Γ

)"* + %%( &#' $)"
�!,*!#*- %" +#%" $ .(*#* "*#*- %%#-') < " .-$ )E -"*) :� 0 22) $# " $!*- % +) MT :T�Q )"* )%*-8')2 )%*+(*)'2 -%() &#' $# , %+-*- % -%-*-#$)

x0
)%

t0
<  % # $# &' &'-(*( +) = #'7 6 &  !' ,1#/!)'(#$-"#*- %

f(t)
M6 -' $ .)E)2&$) N I $# &#5) O�Q : � !" #$$ %" 2  %*')' /!)

x(t)
')"*) 2 #'7 6-)%#&'8" $# 2  9)%%) 〈·〉bb "!' $)" '(#$-"#*- %" +! G'!-* G$#%, : � !' !%) '(#$-"#*- % +! G'!-* G$#%,

f(t)
$)" +-"*'-G!*- %" +! &' ,)""!"

x(t)
" %* + %,

Wf (x1, t1; . . . ;xn, tn) = Pf (x0, t0|x1, t1)Pf (x1, t1|x2, t2) . . . Pf (xn−1, tn−1|xn, tn),
MT :T	Q

#6),
Pf (x0, t0|x1, t1) = δ(x1 − φf (x0, t0; t1))

: >,- < $) � *
φf (x0, t0; t)

+(& )%+ +) $ .#,*- % +)$# V ',) )%*')
t0

)*
t
: J# 2  9)%%) +)

Wf (x1, t1; . . . ;xn, tn)
"!' $# V ',)

f(t)
") V#,* '-") )*, %")'6) $# &' &'-(*( +) = #'7 6 < &!-"/! .-$ % .9 # #!,!%) , ''($#*- % +) $# V ',) )%*') $)"-%*)'6#$$)" "!,,)""-V"

t0 − t1
<
t1 − t2

<
t2 − t3

< )*, :
W (x1, t1; . . . ;xn, tn) = 〈Pf (x0, t0|x1, t1)〉bb 〈Pf (x1, t1|x2, t2)〉bb . . . 〈Pf (xn−1, tn−1|xn, tn)〉bb .MT :P�Q
�#' , %"(/!)%* < * !*)" $)" &' &'-(*(" +! &' ,)""!" " %* +(*)'2 -%()" &#'

P (x1, t1|x2, t2) =
〈Pf (x1, t1|x2, t2)〉bb

/!-  G (-* I $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 : ;) &$!" < , 22 ) $)" , ''($#*- %"+! G'!-* G$#%, " %* -%6#'-#%*)" " !" $)" *'#%"$#*- %" *)2& ')$$)" < $)" &' G#G-$-*(" 2  9)%%()"
〈Pf (x1, t1|x2, t2)〉bb

1('-*)%* +) ,)**) &' &'-(*( : � -%"- < 9. * +,-.CCBC @)?B@7 * 0+ 9. <+B@7 <90)-
� *0+7@+ ?. 9 8=;B07@,) >� �� �? .C 7 4 0+1,2@.) 3,4 ,5 6) .: J# &' &'-(*( +) = #'7 6 )"* & )'+!)"-  % # I V#-') I !% G'!-* , $ '( :

� !' (*#G$-' $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 , '')"&  %+#%*) < -$ V#!* +(*)'2 -%)' $# V %,*- %+) +('-6)
a(x)

)* $# V %,*- % +) +-F!"- %
b(x)

: � !' ,) V#-') < % !" +(*)'2 -% %" $)" 2  2 )%*"+! +(&$#,)2 )%* I &#'*-' +)
x0

#! *)2&"
t0

+-'),*)2 )%* I &#'*-' +) $ .(/!#*- % +-F(')%*-)$$)MT :TQ )* $)" -+)%*-X %" #!E /!#%*-*(" M-Q I M---Q +) $# &#5) PP :M-Q
a(x)

: G% -%*(5'#%* MT :T�Q "!' !% -%*)'6#$$) *)2&  ')$
t− t0

& )*-* <  % #
∫ t

t0

ds
d

ds
x(s)

︸ ︷︷ ︸
=x(t)−x0

=

∫ t

t0

ds F (x(s))

︸ ︷︷ ︸
t∼t0' F (x0)(t−t0)

+

∫ t

t0

ds f(s).
MT :P NQ

G% &')%#%* $# 2  9)%%) +) MT :P NQ "!' $)" '(#$-"#*- %" +! G'!-* G$#%, "#,1#%* /!)
〈f〉bb = 0

)* )% % *#%* /!)
F (x0)

% .)"* &#" #$(#* -') M
x0

)"* XE(Q
〈x(t) − x0〉bb ' F (x0)(t− t0) +

∫ t

t0

ds 〈f〉 (s)︸ ︷︷ ︸
=0

,
MT :POQ

��b ghb� g[b�`
Γ

�_[ d b^_cb ] �fde][`_ab a_ &c_ [` & ]f�g e b_` �`cb [�`cha_[` af� ^ ]f gh�fc[f�gb ghddbaf�^ 	
� i�
� \ h_ af�^ ] ���_f`[h� a[)�cb�`[b]]b efc ]b g�f��bd b�`

f(t) →
√

Γf(t)
ghddb af� ^ 	

� i��� i



� 	� 	 � ��� ��� � � �� �����
� �� ��� �� ��� F N
+ %,

a(x0) = F (x0).
MT :PTQ

M--Q
b(y)

: G% &' ,(+#%* +) $# 2 U2 ) V#� %
〈
(x(t) − x0)

2
〉
bb

=

∫ t

t0

ds1

∫ t

t0

ds2

〈(
F (x(s1)) + f(s1)

)(
F (x(s2)) + f(s2)

)〉

t∼t0' F (x0)
2(t− t0)

2 +

∫ t

t0

ds1

∫ t

t0

ds2 〈f(s1)f(s2)〉︸ ︷︷ ︸
=Γ δ(s1−s2)

= F (x0)
2(t− t0)

2 + Γ (t− t0)

= Γ(t− t0) + O
(
(t− t0)

2
)
,

MT :PP Q
+ %,

b(x0) = Γ.
MT :PFQJ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 , '')"&  %+#%* I MT :T�Q )"* + %,

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x

(
F (x)P (x, t)

)
+

Γ

2

∂2

∂x2
P (x, t).

MT :PHQ
��!���! ���#����� $! �� � �# 	�� "� � � �#� �� ��"����� ' �%) &#'*-,!$) +#%" !%,1#2& +) V ',)

F (x)
#6), V'-,*- %

γ
 G (-* I

d

dt
v(t) =

1

m
F (x(t)) − γv(t).

MT :PJQ
@% "!&& ") /!) $# V'-,*- % )"* V '*) )* /! . % & )!* %(5$-5)' $ .#,,($)'#*- % d

dtv(t) ∼ 0
+)6#%*$)" #!*')" *)'2 )" : 0),- + %%) &  !' $# &  "-*- % < #6), #+�  %,*- % + .!% G'!-* G$#%,

f(t)

d

dt
x(t) =

F (x(t))

mγ
+ f(t).

MT :P�Q
G% #&&$-/!#%* MT :PTQ )* MT :PHQ <  % *' !6)

a(x0) =
F (x0)

mγ
, b(x0) = Γ,

MT :P	Q
,) /!- + %%) $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 "!-6#%*)

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x

(
F (x)

mγ
P (x, t)

)
+

Γ

2

∂2

∂x2
P (x, t).

MT :F�Q
G $$) )"* -+)%*-/!) I $ .(/!#*- % +) L2  $!,1 H "7- MN:P�Q M+('-6() I &#'*-' +) $# 2 #',1) #$(#3* -') #"92 (*'-/!)Q : L-

F (x) = − d
dxV (x)

<  % # $ .(*#* "*#*- %%#-')
Ps(x)

+(*)'2 -%( &#'
Γ

2

∂

∂x
Ps(x) = − 1

mγ

(
d

dx
V (x)

)
Ps(x),

MT :F NQ
#6), " $!*- %

Ps(x) = C e−
2

Γmγ
V (x),

MT :FOQ
C

(*#%* !%) , %"*#%*) +) % '2 #$-"#*- % : � !' #6 -' $ .(/!-$-G') *1)'2 -/!)
Pe(x) = C e−βV (x) <-$ V#!* /!) 2

Γγm = β
< ,) /!- -2&  ") $# ')$#*- % +) G -%"*)-%

D = Γ
2 = 1

βmγ

: �
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0 %"-+(' %" !% &' ,)""!" "* ,1#"*-/!) +) = #'7 6 6),* '-)$ I
n

, 2& "#%*)" 1 2  58%) <
x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))

: @% "!&&  ") /!) $)"
n

6#'-#G$)" +! &' ,)""!" "#*-"V %* I +)" , %+-3*- %" ")2G$#G$)" I ,)$$)" +) $# +(X%-*- % T :N
∫S

n

d3x (x− x0)i P (x0|x, t) = ai(x0) t+ O(tα), α > 1,
MT :FTQ

∫S
n

d3x (x− x0)i(x− x0)j P (x0|x, t) = bij(x0) t+ O(tα), α > 1,
MT :FPQ

#6),
a ∈ �n $) 6),*)!' +) +('-6) +#%" �n )*

b ∈ Mn(�)
$# 2 #*'-,) +) +-F!"- %

n × n"92 (*'-/!) '()$$)
bij = bji ∈ � : J .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 I &$!"-)!'" 6#'-#G$)" #"" ,-())"* M)%  2 )**#%* $ .(,'-*!') +)" , %+-*- %" -% -*-#$)"Q

∂

∂t
P (x, t) = −

n∑

i=1

∂

∂xi

(
ai(x)P (x, t)

)
+

1

2

n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj

(
bij(x)P (x, t)

)
.

MT :FFQ
L# +('-6#*- % )"* $# 5(%('#$-"#*- % -22 (+-#*) +! ,#" ",#$#-') MT :TQ :

� 	� 	
 ��
����� �� � ��� ���

J .(/!#*- % +) 4'#2 )'" M!% ,#" &#'*-,!$-)' +) $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 MT :FFQQ +(,'-*$) 2  !6)2 )%* #$(#* -') + .!%) &#'*-,!$) +#%" $ .)"&#,) +) &1#") : J) &' ,)""!" {x(t),v(t)})"* 6),* '-)$ : � !' $# "-2&$-,-*( % !" % !" $-2 -* %" I !%) +-2 )%"- % + .)"&#,) < +) " '*)/!) $) &' ,)""!" {x(t), v(t)} # +)!E , 2&  "#%*)" : J .(*!+) +) 4'#2 )'" 5(%('#$-") ,)$$) +!2  !6)2 )%* G' H%-)% )* ,)$$) +) J#%5)6-% +#%" $) ")%" /!) $# &')2 -8') %) " . ,,!&#-* /!)+) $# &  "-*- %
x(t)

)* $# "), %+) /!) +) $# 6-*)"")
v(t)

: � !" &#'* %" +)" (/!#*- %" +!2  !6)2 )%* +#%" !% ,1#2& +) V ',)
F (x)

#6), V'-,*- %
γ

)* G'!-* G$#%,
f(t)

d

dt
x(t) = v(t),

MT :FHQ
d

dt
v(t) = −γv(t) +

F (x(t))

m
+

√
2γ

βm
f(t).

MT :FJQ
� !' (*#G$-' $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 , '')"&  %+#%*) < +-*) =;B07@,) ?. � +04 .+C < -$ V#!*+(*)'2 -%)' $)" V %,*- %"

a(x, v) =

(
ax(x, v)
av(x, v)

)
,

MT :F�Q
)*

b(x, v) =

(
bxx(x, v) bxv(x, v)
bvx(x, v) bvv(x, v)

)
,

MT :F	Q
#6),

bxv(x, v) = bvx(x, v)
: G% !*-$-"#%* $# 2 (*1 +) )E&  "() I $# &#5) F�  % # &  !'

t → t0

〈(x(t)− x0)〉bb ' v0(t− t0) =⇒ ax(x0, v0) = v0

〈(v(t)− v0)〉bb '
(
−γv0 + F (x0)

m

)
(t− t0) =⇒ av(x0, v0) = −γv0 + F (x0)

m〈
(x(t)− x0)

2
〉
bb

' (v0(t− t0))
2 = O

(
(t− t0)

2
)
=⇒ bxx(x0, v0)= 0

〈(x(t)− x0)(v(t)− v0)〉bb ' v0

(
−γv0 + F (x0)

m

)
(t− t0)

2 =⇒ bxv(x0, v0)= bvx(x0, v0)= 0
〈
(v(t)− v0)

2
〉
bb

' 2γ
βm(t− t0) =⇒ bvv(x0, v0)= 2γ

βm .
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∂

∂t
P (x, v, t) + v

∂

∂x
P (x, v, t) +

F (x)

m

∂

∂v
P (x, v, t)

= γ

(
∂

∂v

(
v P (x, v, t)

)
+

1

βm

∂2

∂v2
P (x, v, t)

)
.

MT :H�Q
0)**) (/!#*- % ")'* +) &  -%* +) +(&#'* I +) % 2G')!")" (*!+)" < &#' )E)2&$) ,)$$) +) $#2 (*#"*#G-$-*( M6 -' $# "),*- % T :F I $# &#5) FPQ : @% -%*' +!-* $# ?.)C@7= ?. *0+7@-B 9.C �

ρ(x, t) =

∫S
dv P (x, v, t)

MT :H NQ
)* $) -,B+0) 7 ?. * 0+7@-B 9.

j(x, t) =

∫S
dv v P (x, v, t).

MT :HOQ
G% -%*(5'#%* MT :H�Q "!'

v
* !* )% "!&&  "#%* /!)

limv→±∞ P (x, v, t) = 0
<  %  G*-)%* 9 8=;B0A

7@,) ?. -,)7@)B@7= /!- ')$-)
ρ(x, t)

)*
j(x, t)

∂

∂t
ρ(x, t) +

∂

∂x
j(x, t) = 0.

MT :HTQ
G% 2!$*-& $-#%* MT :H�Q &#'

v
&!-" )% -%*(5'#%* $) '("!$*#* "!'

v
 %  G*-)%* $ .(/!#*- % I $#/!)$$)"#*-"V#-* $) , !'#%* +) &#'*-,!$)

j(x, t)

∂

∂t
j(x, t) +

∂

∂x

∫S
dv v2 P (x, v, t) +

F (x)

m
ρ(x, t) = −γj(x, t). MT :HPQ

� !� ���#! J .(/!#*- % +) 4'#2 )'" # $# "*'!,*!') + .!%) =;B07@,) -@)=7@;B.
∂

∂t
P (x, v, t) + v

∂

∂x
P (x, v, t) +

F (x)

m

∂

∂v
P (x, v, t) = IP (x, v, t).

MT :HFQ
J . & ('#*)!' $-%(#-')

IP
"!'

P (x, v, t)
')&'(")%*) $ .)F )* +)" , $$-"- %" +) $# &#'*-,!$) #6), " %)%6-' %%)2 )%* : >$ " .#5-* + .!% ,* =+07.B+ ?. -,9 9@C@,) : >,- <

IP (x, v, t)
%) &')%+ )% , 2&*) /!)$)" )F)*" +) V'-,*- % +(,'-*" &1(% 2 (% $ 5-/!)2 )%* )* +)" , $$-"- %" 6-# $) G'!-* G$#%, :J .(/!#*- % +) � $*W2 #%% #!'# ,)**) "*'!,*!') #6),

IP
+(,'-6#%* $# +9%#2 -/!) 2 -,' 3", &-/!) +)" , $$-"- %" :L-

IP (x, v, t) = 0
< $# , %%#-""#%,) +! � * +! "9"*82 ) +-F(')%*-)$

ẋ(t) = v(t)
<
mv̇(t) =

F (x(t))
& )'2 )* +) '(" !+') MT :HFQ : � " %"

ω = (x, v)
<
t→ φ(ω0, t) = ω(t)

!%) *'#� ),* -') +), %+-*- % -%-*-#$)
ω0

< )*
P (ω0)

!%) +-"*'-G!*- % +)" , %+-*- %" -% -*-#$)" < #$ '" $# +-"*'-G!*- %#! *)2&"
t
)"* +(X%-) &#'

P (ω, t) =

∫S
2

dω0 P (ω0) δ (ω − φ(ω0, t)) = P
(
φ−1(ω, t)

) MT :HHQ
)* 6('-X)

∂

∂t
P (ω, t) + v

∂

∂x
P (ω, t) +

F (x)

m

∂

∂v
P (ω, t) = 0.

MT :HJQ
; 8" /!)

IP 6= 0
< $ .(/!#*- % +) 4'#2 )'" %) & )!* )% 5(%('#$ &#" U*') '(" $!) #%#$9*-/!)2 )%*)* -$ V#!* '), !'-' I +)" #&&' E -2 #*- %" +-,*()" &#' $# &19"-/!) : �

��b``b ab�^[`� b^` �hcd f][^�b � � i �� gh�^[a�cf�`
N

efc`[g_ ]b^ [�a�eb�af�`b^ b` g�f��bf�`
ρ(x, t) →

Nρ(x, t) \ h� eb_` ]f �hcd f][^bc �
N i
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� �� ��� �������� � �� � ������� �����
� !" +("-' %" (*!+-)' $) *)2&" +) 6-) + .!%) &#'*-,!$) " !2 -") I +)" �!,*!#*- %" *1)'32 -/!)" +#%" !% &!-*" +) &  *)%*-)$ : >$ " .#5-* + .!%) #&&$-,#*- % +-'),*) +! 2  +8$) +) 4'#2 )'" :

@% , %"-+8') !%) &#'*-,!$) +#%" !% & *)%*-)$
V (x)

+(,'-*$# X5!') T :O :

bruit blanc

V (x)

V (b)

V (a)

V0

0 a b
x

a0 b0

� ! " T :O # �fc`[g_ ]b �_g`_f�` f_`h_c ab ^f eh^[`[h� a ���_[][&cb
a
af� ^ _� eh`b�`[b]

V (x)
b` ^h_d [^b � _�

&c_[` & ]f�g 	�_g`_f`[h�^ `�bcd [�_b^� i Zb]h� ] �fde][`_ab ab^ �_g`_f`[h�^ \ b]]b e b_` *cf�g� [c ]f &fcc[
cb abeh`b�`[b]
V0

b� ef^^f�` af�^ ]f c�� [h�
x > b i �� ^[d_]b _� �`f` ^`f`[h��f[cb efc _� `bcd b ab e_[`^ b�

b0�_[ f&^hc& b ]f efc`[g_ ]b \ b�^_[`b c�[�� bg`�b efc _� `bcd b ab ^h_cgb b�
a0 iL!&&  " %" * !* + .#G  '+ /!) $# &#'*-,!$) +#%" $) &!-*" +) &  *)%*-)$  ,,!& ) $# &  "-*- %+ .(/!-$-G')

a
: 0)& )%+#%* I ,#!") +! 2  !6)2 )%* )%5)%+'( &#' �!,*!#*- %" *1)'2 -/!)" )$$)&  !''# V'#%,1-' $# G#''-8') +) &  *)%*-)$ + . #2&$-*!+)

V0
)%
b
: J) &' ,)""!" +) V'#%,1-"")2 )%*+ .!%) *)$$) G#''-8') &#' $)" �!,*!#*- %" *1)'2 -/!)" )"* +-* 0-7@207@,) 73 .+4 @;B .: 0)* )F )*& )!* &#' )E)2&$) ')&'(")%*)' $# +-"" ,-#*- % + .!%) 2  $(,!$) +#%" !% " $6#%* +) *)2& ('#*!')

T
: 4 '#2 )'" "!&& ") /!) $# &#'*-,!$) )"* " !2 -") I $# V ',) #$(#* -')

f(t)
')&'(")%*#%* $)"

�!,*!#*- %" +! 2 -$-)! < )* -$ V#!* + %, '(" !+') $)" (/!#*- %" +) 4'#2 )'" &  !' $# +-"*'-G!*- %+) &' G#G-$-*( : @% ,1)',1) $) *)2&" +) 6-) + .!%) &#'*-,!$) $ ,#$-"() #! 6 -"-%#5) +)
a

#!*)2&"
t = 0

: 0 22) $# V ',)
F (x(t))

+('-6) +! & *)%*-)$ <
F (x(t)) = − d

dxV (x(t))
< "-

f(t) = 0 % # $ .(/!#*- % +(*)'2 -%-"*)
d2

dt2
x(t) = −V

′(x(t)
m

− γv(t).
MT :H�Q

�%) &#'*-,!$) +) , %+-*- % -%-*-#$)
x0 < a, v0 = 0

6# (6 $!)' 6)'" $) &  -%* + .(/!-$-G')
x = a

: L-  % )%,$)%,1)
f(t)

)* "- $ .(%)'5-) *1)'2 -/!) )"* V#-G $) , 2&#'() I
V0

<
kBT � V0

<$# &#'*-,!$) 6# &#'V -" 5#5%)' "!� "#22 )%* + .(%)'5-) ,-%(*-/!) &  !' V'#%,1-' $# G#''-8') : J),#"
kBT � V0

)"* "#%" 5'#%+ -%*('U* ,#' $# &#'*-,!$) " .(,1#&& ) $-G')2 )%* +! &!-*" : �#' $#"!-*) <  % "!&& ") + %,
kBT � V0

: J # % *- % +) *)2&" +) 6-) ')"*) I &'(,-")' )*  % & )!*#+ &*)' +-F (')%*" &  -%*" +) 6!) &  !' $# +(X%-' :
G% &'-%,-& ) <  % + -* '(" !+') MT :H�Q #6), +-"*'-G!*- % -%-*-#$) ,)%*'() )%

a
< )* +(*)'2 -%)'$# &' G#G-$-*( +) *' !6)' $# &#'*-,!$) +#%" {x ∈ [b,∞[} : J) *)2&" +) 6-) & )!* #$ '" U*') +(X%-, 22 ) $) *)2&" 2  9)% +! &')2 -)' &#""#5) +) $# &#'*-,!$) )%

x = b
: >$ % .9 # &#" + .(*#*"*#*- %%#-') +#%" ,) ,#" < ,#' $) &  *)%*-)$ % .)"* &#" , %X%#%* < )* $) ,#$,!$ +) $# " $!*- % +)MT :H�Q % .)"* &#" #-"( :
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@% #+ &*) -,- !% #!*') &  -%* +) 6!) )% 2  +-X#%* $# +)",'-&*- % +) $# V#� % "!-6#%*) � % -2 #5-%) /!) $# &#'*-,!$) < $ '"/! .)$$) # V'#%,1- $) &  -%*
b
< +-" %" )%

b0
< )"* '(-%� ),*() #6),2 U2 ) 6-*)"") I 5#!,1) +) $ . '-5-%) )%

a0
: 0)* )F)* )"* +(,'-* V '2 )$$)2 )%* &#' $ .#+�  %,*- %+ .!% *)'2 )

S(x, t)
I $ .(/!#*- % +) 4'#2 )'" < /!- � !) $) '� $) +) &!-*" )%

b0
M#G" '&*- % +) $#&#'*-,!$)Q )* " !',) )%

a0
< )* /!- )"* %!$ &  !'

x ∈ [a0, b0]
: ; #%" ,)" , %+-*- %" < -$ ") ,'() !%(*#* "*#*- %%#-') #6), , !'#%* "*#*- %%#-') )%*')

a0
)*
b0

: >$ % .)"* &#" %(,)""#-') + .)E&$-,-*)'$# V '2 ) +)
S(x, t)

&#' $# "!-*) ,#'  % G#")'# $ .(*!+) !%-/!)2 )%* "!' $)" &' &'-(*(" +)$ .(*#* "*#*- %%#-') <
x ∈ [a0, b0]

: J .)F )* +) $ .#G" '&*- % +) $# &#'*-,!$) )%
b0

)"* + %%( &#' $#, %+-*- % +) G  '+
P (x = b0, v, t) = 0.

MT :H	Q
; .#!*') &#'* < , 22 ) $) &  *)%*-)$ )"* , %X%#%* &  !'

x→ −∞ <  % &')%+'#
a0 = −∞ :

� )2 #'/! %" + .#G  '+ /!) $) , !'#%* "*#*- %%#-') )"* !%-V '2 ) � &#' $ .(/!#*- % +) , %*-3%!-*( MT :HTQ )% '(5-2 ) "*#*- %%#-')  % #
∂

∂x
j(x) = − ∂

∂t
ρ(x) = 0,

MT :J�Q
+ %,

j = C ∈ � )"* !%) , %"*#%*) : J) *)2&" +) 6-) )"* #$ '" +(X%- &#'
τ =

1

j
.

MT :JNQ
@% 6# '(" !+') $ .(/!#*- % +) 4'#2 )'" MT :H�Q )% '(5-2 ) "*#*- %%#-') )* +) D +@-7@,) D ,+7.
γ � 1

: @% "!&& ") !% +(6)$ && )2 )%* +)
P (x, v)

)% &!-""#%,)" -%6)'")" +)
γ

+) $# V '2 )
P (x, v) =

∑

k≥0

1

γk
P (k)(x, v) = P (0)(x, v)+

1

γ
P (1)(x, v)+

1

γ2
P (2)(x, v)+O

(
1

γ3

)
,

MT :JOQ
)*  % ,1)',1) I "#*-"V#-') $ .(/!#*- % MT :H�Q I ,1#/!)  '+') )% &!-""#%,) +)

γ
: G% -%"('#%*MT :JOQ +#%" MT :H�Q  %  G*-)%*

∑

k≥0

1

γk

(
v
∂

∂x
P (k)(x, v) +

F (x)

m

∂

∂v
P (k)(x, v)

)

=
∑

k≥−1

1

γk

(
∂

∂v

(
v P (k+1)(x, v)

)
+

1

βm

∂2

∂v2
P (k+1)(x, v)

)
.

MT :JTQ
J) , )� ,-)%* +! *)'2 ) + . '+')

γ
 G*)%! &  !'

k = −1
+#%" $) 2 )2G') +) +' -*) + -*" .#%%!$)'

∂

∂v

(
v P (0)(x, v) +

1

βm

∂2

∂v2
P (0)(x, v)

)
= 0.

MT :JPQ
J# " $!*- % )"* +) $# V '2 )

P (0)(x, v) = ϕ(v)φ(x),
MT :JFQ

 E
ϕ(v) =

√
βm

2π
e−β

1
2
mv2 MT :JHQ
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)"* $# 2 #EH)$$-)%%) )*
φ(x)

!%) V %,*- % +)
x

!%-/!)2 )%* )%, ') -%, %%!) : J .(5#$-*( +)"*)'2 )" &  !'
k = 0

+#%" MT :JTQ -2&  ")
∂

∂v

(
v P (1)(x, v) +

1

βm

∂

∂v
P (1)(x, v)

)
= v

∂

∂x
P (0)(x, v) +

F (x)

m

∂

∂v
P (0)(x, v)

(3.75)
= v

(
∂

∂x
φ(x) − βF (x)φ(x)

)
ϕ(v).

MT :JJQ
@% 6('-X) /!) $# " $!*- % +) MT :JJQ &  !'

P (1)(x, v)
)"* +) $# V '2 )

P (1)(x, v) = −
(
∂

∂x
φ(x) − βF (x)φ(x)

)
vϕ(v) + ψ(x)ϕ(v),

MT :J�Q
 E

ψ(x)
%) +(& )%+ /!) +)

x
: 0)$# &' 6-)%* +! V#-* /!)

∂

∂v

(
v2ϕ(v) +

1

βm

∂

∂v
(vϕ(v))

︸ ︷︷ ︸
= 1

βm
ϕ(v)−v2ϕ(v)

)
=

∂

∂v

(
1

βm
ϕ(v)

)
= −vϕ(v).

MT :J	Q

G% , $$),*#%* $)" *)'2 )"
P (x, v) = φ(x)ϕ(v)︸ ︷︷ ︸

P (0)(x,v)

+
1

γ

(
ψ(x)ϕ(v) −

(
∂

∂x
φ(x) − βF (x)φ(x)

)
vϕ(v)

︸ ︷︷ ︸
=P (1)(x,v)

)
+O

(
1

γ2

)
.

MT :��Q

J) , !'#%* )"* #$ '" #6), ∫S
dv v2ϕ(v) = 1

βm

<
j(x) =

∫S
dv v P (x, v)

(3.80)
= −1

γ

(
1

βm

d

dx
φ(x) − F (x)

m
φ(x)

)
+ O

(
1

γ2

)
.

MT :� NQ
0 22)

j(x) = j
)"* !%-V '2 ) <  % & )!* 2 #-%*)%#%* +(*)'2 -%)' $# V %,*- %

φ(x)
)% *)'2 )+)

j
: I,'-6#%*

F (x) = − ∂
∂xV (x)

< MT :� NQ + %%)
∂

∂x
φ(x) + β

(
∂

∂x
V (x)

)
φ(x) = −βmγj. MT :�OQ
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φ(x) = e−βV (x)X (x),

MT :�TQ
+ . E

d

dx
X (x) = −βmγj eβV (x),

MT :�PQ
)* ")$ % $# , %+-*- % +) G  '+ MT :H	Q < $# V %,*- % X (x)

"#*-"V#-* X (b0) = 0
)*

X (x) = βmγj

∫ b0

x
dx eβV (x),

MT :�FQ
,) /!- + %%)

φ(x) = βmγj e−βV (x)

∫ b0

x
dx eβV (x).
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ρ(x) =

∫S
dv P (x, v)

(3.80)
= φ(x) + O

(
1

γ

)
.
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J# % '2 #$-"#*- % +) $# +)%"-*( ∫ b0

−∞ dx ρ(x) = 1
-2&$-/!) #$ '" I $ . '+') + 2 -%#%*

1 =

∫ b0

−∞
dxφ(x)+O

(
1

γ

)
(3.86)
= βmγj

∫ b0

−∞
dx e−βV (x)

∫ b0

x
dy eβV (y) +O

(
1

γ

)
.

MT :��Q
� !' )"*-2 )' ,)" -%*(5'#$)" <  % "!&&  ")

kBT � V0
"- G -)% /!) $) 2 -%-2!2 +! &  *)%*-)$

V (x)
)%

x = a
)* $) 2 #E -2!2 )%

x = b
" %* *'8" (*' -*" < &!-"  % '(#$-") $ .#&&' E -2 #*- %&#'#G  $-/!) : ; #%" $# &')2 -8') -%*(5'#$) < , .)"* $) 2 -%-2!2 )%

a
/!- , 2&*) < )* +#%" $#+)!E -82 ) , .)"* $) 2 #E -2!2 )%

b
/!- , 2&*) �

V (x) = V (a) +
1

2
V ′′(a)(x− a)2 + O

(
|x− a|3

)
,
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V (y) = V (b) − 1

2

∣∣V ′′(b)
∣∣ (y − b)2 + O

(
|y − b|3

)
.

MT :	�Q
@% (*)%+ $)" +)!E -%*(5'#$)" "!' * !* � M$# '#&-+) +(,' -""#%,) +) $ .-%*(5'#%+ $) & )'2 )* )%G  %%) #&&' E -2 #*- % Q < ,) /!- + %%)

1 = j β mγ eβ(V (b)−V (a))

∫S
dx e−β

1
2
V ′′(a)x2

∫S
dy e−β

1
2
|V ′′(b)|y2 = j mγ

2π eβ(V (b)−V (a))

√
V ′′(a)|V ′′(b)|
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τ =

1

j
=

2πmγ eβ(V (b)−V (a))

√
V ′′(a)|V ′′(b)|

.
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τ
+-2 -%!) : L-

V (b) − V (a)
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τ
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E
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d

dt
E = (a− c)E − b|E|2E︸ ︷︷ ︸

=h(E)

+f(t),
MT :	TQ

 E
a

)"* $) -,.� -@.)7 ?. * ,4*05 .< b $) -,.� -@.)7 ? 804 ,+7@CC.4 .)7 )*
c
$) -,.� -@.)7 ? 8@)7.+A

0-7@,) :
h(E)

')&'(")%*) + %, $# &#'*-) +(*)'2 -%-"*) +! 2  +8$) < /!- )"* % % $-%(#-') < *#%+-"/!)
f(t)

)"* !% G'!-* G$#%, M, 2&$)E)Q *)$ /!)
〈f(t)〉 = 0,

MT :	PQ
〈f(t1) f(t2)〉 = 0,

MT :	FQ
〈f(t1) f(t2)

∗〉 = D δ(t1 − t2).
MT :	HQ
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f(t) �

�Q : @% +(+!-* $ .(/!#*- %+ .(6 $!*- % &  !' $ .-%*)%"-*( $!2 -%)!")
I = |E|2

d

dt
I(t) = 2I(t)(a − c− bI(t)) ≡ F (I(t)).
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G% (,'-6#%*

F (I) = − d
dIV (I)

 E
V (I) = −(a − c)I2 + 2b

3 I
3 �  !) $) '� $) + .!% &  *)%*-)$ <  %*' !6) $)" &  -%*" + .(/!-$-G') "*#G$)" , '')"&  %+#%* #!E 2-%-2 # +)

V (I)
< " -*3 #!3+)"" !" +! ")!-$ +) V %,*- %%)2 )%*

a ≤ c
�
I0 = 0,3 #!3+)""!" +! ")!-$ +) V %,*- %%)2 )%*

a > c
�
I0 = a−c

b > 0
:

G% &'(")%,) +! G'!-* < $# +-"*'-G!*- % +) &' G#G-$-*( +) $ .#2&$-*!+)
P (E,E∗, t)

M, %"-3+('#%*
E

)*
E∗ , 22) +)" 6#'-#G$)" -%+(& )%+#%*)"Q  G (-* I $ .(/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7

∂

∂t
P = − ∂

∂E
(h(E)P ) − ∂

∂E∗ (h∗(E)P ) +D
∂2

∂E∂E∗P.
MT :	�Q
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∂

∂t
P = − ∂

∂E
(aEP ) − ∂

∂E∗ (aE∗P ) +
1

2

∂2

∂E2
(bEP ) +

1

2

∂2

∂E∗2 (bE∗P ) +
1

2

∂2

∂E∂E∗ (bEE∗P ) ,MT :		Q E
aE

<
aE∗

<
bE

<
bE∗

)*
bEE∗

" %* $)" , 2& "#%*)" +)" 6),*)!'" +) +('-6) )* +) $# 2 #*'-,) +)+-F!"- % : 0)" +)'%-)'" " . G*-)%%)%* ")$ % $# 2 (*1 +) )E&  "() I $# &#5) F� : � * %"
∆E =

E(∆t) − E0
)*

∆E∗ = E∗(∆t) − E∗
0

< #6),
E0

$# , %+-*- % -%-*-#$) :M-Q
aE

�

〈∆E〉bb =

〈∫ ∆t

0
ds (h(E) + f(s))

〉

=

∫ ∆t

0
ds h(E) +

∫ ∆t

0
ds 〈f(s)〉︸ ︷︷ ︸

(3.94)
= 0

∆t∼0' h(E0)︸ ︷︷ ︸
=aE

∆t
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aE∗

�

〈∆E∗〉bb =

〈∫ ∆t

0
ds (h(E∗) + f∗(s))

〉
∆t∼0' h(E∗

0 )︸ ︷︷ ︸
=aE∗

∆t
MT :N� NQ

M---Q
bE

�

〈
(∆E)2

〉
bb

=

〈∫ ∆t

0
ds1

∫ ∆t

0
ds2 (h(E(s1)) + f(s1)) (h(E(s2)) + f(s2))

〉

=

∫ ∆t

0
ds1

∫ ∆t

0
ds2 h(E(s1))h(E(s2)) +

∫ ∆t

0
ds1

∫ ∆t

0
ds2 〈f(s1)f(s2)〉︸ ︷︷ ︸

(3.95)
= 0

+2

∫ ∆t

0
ds1

∫ ∆t

0
ds2 h(E(s1)) 〈f(s2)〉︸ ︷︷ ︸

(3.94)
= 0

∆t∼0' h(E0)h(E
∗
0 )(∆t)2,
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bE = 0.
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bE∗
� +) V#� % "-2 -$#-')  % *' !6)

bE∗ = 0.
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M6 Q
bEE∗

�

〈∆E∆E∗〉bb =

〈∫ ∆t

0
ds1

∫ ∆t

0
ds2 (h(E(s1)) + f(s1)) (h∗(E(s2)) + f∗(s2))

〉

∆t∼0' D︸︷︷︸
=bEE∗

∆t+ O
(
∆t2

) MT :N�FQ
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aE
<
aE∗

<
bE

<
bE∗

)*
bEE∗
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E = E(I, φ) =
√
Ieiφ

)* , %"-+(' %"
I = EE∗ )*

φ = i
2 (ln(E∗) − ln(E)), 22) 6#'-#G$)" -%+(& )%+#%*)" : @% ,#$,!$) #6),





∂

∂E
=

∂I

∂E

∂

∂I
+
∂φ

∂E

∂

∂φ
∂

∂E∗ =
∂I

∂E∗
∂

∂I
+

∂φ

∂E∗
∂

∂φ
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∂

∂E
(h(E)P ) = P

∂

∂E
h(E) + h(E)

∂P

∂E

= ((a− c) − 2bI)P +
(
(a− c)I − bI2

) ∂
∂I
P − i

2
((a− c) − bI)

∂

∂φ
P

=
∂

∂I

([
(a− c)I − bI2

]
P
)
− i

2
((a− c) − bI)

∂

∂φ
P,
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∂2

∂E∗∂E
P =

∂

∂I
P + E∗ ∂

∂E∗
∂

∂I
P − i

2E

∂

∂E∗
∂

∂φ
P

=
∂

∂I
P + I

∂2

∂I2
P +

1

4I

∂2

∂φ2
P.
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P (I, φ, t)

∂

∂t
P = −2

∂

∂I

((
(a− c)I − bI2

)
P
)

+D
∂

∂I

(
I
∂

∂I
P

)
+
D

4I

∂2

∂φ2
P.
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P (I, t) =
∫ 2π
0 dφ P (I, φ, t)

:
P

 G (-* I$ .(/!#*- % MT :N�	Q "#%" $) +)'%-)' *)'2 ) :� J .(/!#*- % +) "*#*- %%#'-*( &  !'
P

)"* + %,
∂

∂I

{
−2
(
(a− c)I − bI2

)
P +DI

∂

∂I
P

}
= 0,
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)* &!-"/!)

limI→∞ P (I) = 0

D

4

∂

∂I
P = (2(a− c) − bI)P ,
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+ . E $# " $!*- % "*#*- %%#-')

P
s
(I) = C e

2
D ((a−c)I− b

2
I2),

MT :NNOQ
 E

C
)"* *)$ /!) ∫∞

0 dI P
s
(I) = 1

: MT :NNOQ & )!* )%, ') " .(,'-')
P
s
(I) = C e−

b
D

(I−I0)2 , I0 =
a− c

b
.
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a− c > 0
M$#")' )% V %,*- %%)2 )%*Q <

P
s
(I)

# " % 2 #E -2!2 )%
I0 = a−c

b

:
P
s
(I)

I
0 I0

√
D
2b

� ! " T :T # �f a[^`c[&_`[h� ab ech&f& [][`� ^`f`[h��f[cb ab ] �[�`b�^[`� a_ ]f^bc b^` _�b �f_^^[b��b gb�`c�b b�
I0

ab ]fc�b_c �
D
2b iJ .-%*)%"-*( 2  9)%%) %) , �%,-+) &#" )E#,*)2 )%* #6),

I0
�

〈I〉s =

∫ ∞

0
dI I P

s
(I) = I0 + C

∫ ∞

I0

dx (x− I0) e−
b
D
x2
.
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P (I, φ, t)
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I
`b�a �bc^ ] �[��� [ b` �_b

P (I, φ, t)
b^`

2π
�e �c[ha[�_b b�

φ \ ah�g �
2π

0
dφ ∂2

∂φ2 P = 0 i
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I0

< )% &  "#%*
I = I0 + x

< " -*
(a− c)I − bI2 ' −bI0x,
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I0
: J .(/!#*- % $-%(#'-"()&  !'

P (x, φ, t)
)"* + %,

∂

∂t
P = 2bI0

∂

∂x
(xP ) +DI0

∂2

∂x2
P +

D

4I0

∂2

∂φ2
P.
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x = I − I0
)* +) $# &1#")

φ
" %* -%+(& )%+#%*)" :

@% 6 -* )% )F)* /! . % & )!* '(" !+') MT :NNHQ &  !' !%) +-"*'-G!*- % V#,* '-"()
P (x, φ, t) =

P1(x, t)P2(φ, t)
#6),

∂

∂t
P1 = 2bI0

∂

∂x
(xP1) +DI0

∂2

∂x2
P1,
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∂

∂t
P2 =

D

4I0

∂2

∂φ2
P2.
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x(t) = I(t)−I0
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I0
#6), *)2&" +) ')$#E#*- %

τI = 1
2bI0

= 1
2(a−c)

�

〈I(t) − I0〉 = 〈x(t)〉 = e−2bI0t,
MT :NN	Q

)* $)" , ''($#*- %" + .-%*)%"-*( " %*
〈

(I(t1) − I0) (I(t2) − I0)
〉

=
D

2b
e−2bI0|t2−t1|.
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τφ = 2I0
D

�

〈
φ2(t)

〉
=

D

2I0
t.
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τφ � τI
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√
bD
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τI
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F (x(·)) +)" ,1)2 -%" G' H%-)%" : J# % *#*- %

x(·) "-5%-X) /!)
F

+(& )%+ +! ,1)2 -%
x(t)

& !'* !*)" $)" 6#$)!'" +)
t
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x0
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t
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t1, . . . , tn
<
F (x(·)) " .-+)%*-X) I !%) V %,*- %

F (x1, . . . , xn)
+)

n
6#'-#G$)" < )* % !" "#6 %"+ .#&'8" $# +(X%-*- % 5(%('#$) /!) "# 2  9)%%) )"* + %%() &#'

∫S
n

dx1 . . . dxn P (x0, t0|x1, t1; . . . ;xn, tn;x, t)F (x1, . . . , xn).
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[t0, t]
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n+ 1

-%*)'6#$$)" (5#!E +) $ %5!)!'
τ =

t− t0
n+ 1

,
MT :NOTQ

)* &  " %"
tk = t0 + kτ, k = 0, . . . , n, tn+1 = t.
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[x1, x1 + dx1 ]

)%
τ
<

[x2, x2 + dx2 ]
)%

2τ
<
. . .

<
[xn, xn + dxn ]

)%
nτ

V#,* '-")
P (x0, t0|x1, t1; . . . ;xn, tn;x, t) dx1 . . . dxn = P (x0, t0|x1, t1) . . . P (xn, tn|x, t) dx1 . . . dxn .MT :NOFQ

x

t

{x0; t0}

{x; t}

ττττττ

x1

x2

x3

t1 t2 tk tn tn+1 = t

dx1

dx2

dxk

dxn

� ! " T :P # � [^gc�`[^f`[h� ab ]f `cf� bg`h[cb &ch'� [b��b i �b^ eh[�`^
x1, . . . , xn

^h�` ^_^gbe`[& ]b^ ab �fc[bc iZb_]^ ]b^ eh[�`^ ab a�efc`
x0

b` a �f&h_`[^^bd b�`
x
^h�` ���^ iJ # &' G#G-$-*( +) *'#%"-*- % +! 2 !6)2 )%* G' H%-)% (*#%*

P (x0, t0|x1, t1) =
1√

4πD(t2 − t1)
e
− (x2−x1)2

4D(t2−t1) ,
MT :NOHQ

MT :NOFQ +)6-)%*
P (x0, t0|x1, t1; . . . ;xn, tn;x, t) dx1 . . . dxn =

(
1

4πDτ

)n+1
2

e−
1

4D
1
τ �n

k=0(xk+1−xk)2 dx1 . . . dxn .MT :NOJQ
� )2 #'/! %" )%"!-*) /!) +#%" $# $-2 -*)

τ → 0
$# " 22 ) /!- X5!') I $ .)E&  "#%* *)%+ V '32 )$$)2 )%* 6)'" !%) -%*(5'#$)

lim
τ→0

1

τ

n∑

k=0

(xk+1 − xk)
2 = lim

τ→0
τ

n∑

k=0

(
x(t0 + (k + 1)τ) − x(t0 + kτ)

τ

)2

︸ ︷︷ ︸
τ→0
= ( d

dt′ x(t
′))

2

t′=kτ

=

∫ t

t0

dt′
(

d

dt′
x(t′)

)2

.
MT :NO�Q
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;(X%-"" %" &#' $# $-2 -*) +) MT :NOJQ $ '"/!)

τ → 0
M ! < ,) /!- )"* (/!-6#$)%* <

n → ∞Q $)
�&  -+" + .!% ,1)2 -% �

lim
n→∞

P (x0, t0|x1, t1; . . . ;xn, tn;x, t) dx1 . . . dxn = D [x(·)] e
− 1

4D
� t
t0

dt′ ( d
dt′ x(t

′))
2

+ dW .MT :NO	Q; #%" MT :NO	Q <
lim
n→∞

(
1

4πDτ

)n+1
2

dx1 . . . dxn = D [x(·)] , MT :NT�Q
')&'(")%*) �$ .-%*(5'#$) 2!$*-& $) � "!' * !*)" $)" 6#'-#G$)" +) ,1)2 -% : J# % *#*- % MT :NO	Q < G -)%/!) V '2 )$$) < )"* *'8" "!55)"*-6) )* , !'#22)%* !*-$-"() &#' $)" &19"-,-)%" : J) 2 #*1(2 #*-,-)%� : + -)%)' MN�	P3 N	HPQ # 2  %*'( /! . % &  !6#-* $! - + %%)' !%) +(X%-*- % 2 #*1(2 #*-/!)&'(,-") #! ")%" +) $# *1( '-) +) $ .-%*(5'#*- % < #&& )$( 4 .CB+. ?. �@.).+ -,)?@7@,)).9 9.

dW
:L-

F (x(·)) )"* !%) V %,*- %%)$$) +)" ,1)2 -%" +(G!*#%* )% {x0, t0}
)* #G  !*-""#%* )%

{x, t} <  % & )!* #$ '" (,'-')
〈
F (x(·))

〉
=

∫ x,t

x0,t0

dW F (x(·)). MT :NT NQ
J .-%*)'&'(*#*- % -%*!-*-6) +) MT :NT NQ )"* /!) $ . % " 22) "!' * !" $)" ,1)2 -%" &  ""-G $)" #6),!% &  -+" �

e
− 1

4D
� t
t0

dt′ ( d
dt′ x(t

′))
2 : G% &'#*-/!) $ .-%*(5'#$) +) ,1)2 -% )"* + %, +(X%-) &#' $)&#""#5) I $# +-",'(*-"#*- % )* $# $-2 -*)

n→ ∞ :
〈
F (x(·))

〉
= lim

n→∞

∫S
n

dx1 . . . dxn P (x0, t0|x1, t1, . . . , xn, tn;x, t)F (x1, . . . , xn),
MT :NTOQ

 E
F (x1, . . . , xn)

)"* $# V %,*- %%)$$) (6#$!() "!' $) ,1)2 -% &  $95 %#$ *)$ /!)
xk = x(t0+kτ)

:
� 	� 	� � �
��� ��� ���� ���� ���� ���������� �� ���� 
 �� �� ����� ������

�&&$-/! %" ,)" -+()" #! 2  !6)2 )%* G' H%-)% #6), #G" '&*- % : @% "!&& ") /! .)% !%&  -%*
x

$# &#'*-,!$) # $# &' G#G-$-*( &#' !%-*( +) *)2&"
Ω(x)

+) +-"&#'#�*') : �#' )E)2&$) < -$& )!* " .#5-' + .!%) 2  $(,!$) "!� )**) I !%) '(#,*- % ,1-2 -/!) < )* ($-2 -%() +! "9"*82 ) $ '"/!),)$$)3,- # $-)! : @% " .-%*(')"") I ,#$,!$)'
PΩ(x0, t0|x, t)

< $# &' G#G-$-*( 2  9)%%) +) "!'6-) +)$# &#'*-,!$) )%*') $)" *)2&"
t0

)*
t
)* $)" &  -%*"

x0
)*
x
: 0 %"-+(' %" &  !' , 22)%,)' $#&' G#G-$-*( /!) $# &#'*-,!$) %) " -* &#" #G" 'G () $) $ %5 + .!%) '(#$-"#*- % +! 2 !6)2 )%* <#6),

xk = x(t0 + kτ)
: � !'

τ
"!� "#22 )%* & )*-* < $# &' G#G-$-*( +) "!'6-) )%*')

tk−1
)*
tk)"*

(1 − τΩ(xk))
< #-%"- ,)**) &' G#G-$-*( )"* + %%() )% 6)'*! +) $ .-%+(& )%+#%,) "*#*-"*-/!)&#' $# V %,*- %%)$$)

lim
τ→0

n∏

k=0

(1 − τΩ(xk)) = lim
τ→0

e−τ �n
k=0 Ω(xk) = e

− � t
t0

dt′ Ω(x(t′))
,

MT :NTTQ
 E  % # !*-$-"(

e−τΩ(xk) = 1 − τΩ(xk) + O(τ2)
: 0),- )"* $# &' G#G-$-*( /!) $# &#'*-,!$) %)" -* &#" #G" 'G () &  !' !%) '(#$-"#*- % + %%() : J# &' G#G-$-*( +) "!'6-) +)

PΩ(x0, t0|x, t)
�
�
� dh�`cb b� *f[` �_b ]b^ g�bd [�^ &ch'� [b� ^ ^h�` �h� a[)�cb�`[f& ]b^ f�bg ech&f& [][`� � eh_c ]f d b^_cb

dW i �f �h`f`[h� 	
� i���� b^` ah�g e_cbd b�` *hcd b]]b b` d ��dh`bg�� [�_b i �h_^ cb��h�h�^ efc b�bde]b �] �h_�cf�b 	Z
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)"* $# 2  9)%%) +) MT :NTTQ "!' * !*)" $)" '(#$-"#*- %" G' H%-)%%)" : � -%"- < -$ V#!* ,#$,!$)' $#2  9)%%) +) MT :NTTQ ")$ % MT :NTOQ < )% ") '#&& )$#%* /!)
τ → 0

)"* (/!-6#$)%* I
n→ ∞

PΩ(x0, t0|x, t) = lim
n→∞

∫S
n

dx1 . . . dxn P (x0, t0|x1, t1, . . . , xn, tn;x, t)e
−τ �n

k=0 Ω(xk)

(3.125)
= lim

n→∞

∫S
n

dx1 . . . dxn P (x0, t0|x1, t1) . . . P (xn, tn|x, t)e−τ �
n
k=0 Ω(xk).

MT :NTP Q
@ '  % "#-* /!) M6 -' $# "),*- % O :O :TQ

P (x0, t0|x, t) = 〈x0|Tt−t0 |x〉
MT :NTFQ

)"* + %%( &#' $)" ($(2 )%*" +) 2 #*'-,) +! ")2 -35' !& ) +) +-F!"- %
Tt−t0 = e−(t−t0)G0 ,

MT :NTHQ
#6), 5(%('#*)!' MO :F�Q

G0 = −D d2

dx2
.

MT :NTJQ
>%*' +!-" %" $ . & ('#*)!'

Ω̂
/!- #5-* 2!$*-& $-,#*-6)2 )%* "!' $)" (*#*" |x〉

Ω̂ |x〉 = Ω(x) |x〉 . MT :NT�Q
G% -%*' +!-"#%* MT :NT�Q )* MT :NTFQ +#%" MT :NTP Q #6),

ti+1 − ti = τ ∀ i = 0, . . . , n
 % #

PΩ(x0, t0|x, t) = lim
n→∞

∫S
n

dx1 . . . dxn
〈
x0

∣∣e−τ Ω̂e−τG0
∣∣x1

〉〈
x1

∣∣ . . .
∣∣xn
〉〈
xn
∣∣e−τ Ω̂e−τG0

∣∣x
〉
.MT :NT	QJ# ')$#*- % +) V)'2 )*!') ∫S

dx |x〉 〈x| = �
& !' ,1#/!) -%*(5'#*- %

x1
I
xn

, %+!-* I
PΩ(x0, t0|x, t) =

〈
x0

∣∣ lim
n→∞

(
e−

(t−t0)
n+1

Ω̂e−
(t−t0)
n+1

G0

)n+1 ∣∣x
〉
.

MT :NP�Q
J# D ,+4 B 9. ?. �+,77.+ & )'2 )* + .(6#$!)' $# $-2 -*) MT :NP�Q :
�	����� ! � �� �����# �! $! �����!� ' �,@.)7

A
.7
B

?.B: ,* =+07.B+C 9@)=0@+.C >;B@ ).
-,44 B 7.) 7 *0C .) 5 =)=+09� [A,B] 6= 0

? � 09,+C�
lim
n→∞

(
e

A
n e

B
n

)n
= eA+B .

MT :NP NQ
0) *1( '82 ) ")'# +(2  %*'( &$!" $ -% : G% !*-$-"#%* MT :NP NQ +#%" MT :NP�Q  %  G*-)%* X%#3$)2 )%*

PΩ(x0, t0|x, t) =
〈
x0

∣∣e−(t−t0)G
∣∣x
〉
,

MT :NPOQ
G = G0 + Ω̂,

MT :NPTQ
+ . E $ .(/!#*- % +-F (')%*-)$$) &  !'

PΩ(x0, t0|x, t)

∂

∂t
PΩ(x0, t0|x, t) = D

∂2

∂x2
PΩ(x0, t0|x, t) − Ω(x)PΩ(x0, t0|x, t),

PΩ(x0, t0|x, t = t0) = δ(x − x0).

MT :NPP Q
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J) ,#" &#'*-,!$-)' +! 2  !6)2 )%* G' H%-)% " . G*-)%* %#*!')$$)2 )%* )% &  "#%*
Ω̂ = 0

: ; #%" $),#"  E -$ 9 # !%) #G" '&*- %
Ω(x) 6= 0

< $# &' G#G-$-*( +) "!'6-) +) $# &#'*-,!$) +#%" $ .-%*)'6#$$)
t− t0

< /!)$ /!) " -* " % &  -%* + .#G  !*-"")2 )%* < )"* ∫S
dxPΩ(x0, t0|x, t)

/!- ')"*) -%V('-)!')I N:
PΩ(x0, t0|x, t)

%) ')&'(")%*) + %, &$!" !%) &' G#G-$-*( , %+-*- %%)$$) % '2 #$-"() :J .-2& '*#%,) +) ,) '("!$*#* *-)%* #! V#-* /! .-$ '(+!-* $) ,#$,!$ + .!%) -%*(5'#$) V %,*- %%)$$)I $# '),1)',1) + .!%) " $!*- % + .!%) (/!#*- % +-F(')%*-)$$) &#'*-)$$) : � (,-&' /!)2 )%* < * !*)(/!#*- % +-F (')%*-)$$) +! *9& ) MT :NPP Q # &  !' " $!*- % $ .-%*(5'#$) V %,*- %%)$$)
∫ x,t

x0,t0

dW e
− � t

t0
dt′ Ω(x(t′))

.
MT :NPFQ

J# V '2!$) MT :NPFQ < '(" $6#%* MT :NPP Q " .#&& )$$) D ,+4 B 9. ?. B.�)4 0)A� 0- : ; #%" $) ,#"  E $#V %,*- %%)$$) + %*  % 6)!* ,#$,!$)' $# 2  9)%%) % .)"* &#" +) $# V '2 ) MT :NTTQ < -$ V#!* '), !'-'I $# *1( '-) 5(%('#$) +)" -%*(5'#$)" V %,*- %%)$$)" 5#!""-)%%)" )* $)!'" & )'*!'G#*- %" :
@% +(2  %*') -,- $# V '2!$) +) �' **)' &  !' +)"  & ('#*)!'" G  '%(" : �6), $)" &'(,#!*- %"2 #*1(2 #*-/!)" #&&' &'-()" < )$$) ')"*) 6#$#G$) &  !' $)"  & ('#*)!'" /!- " %* % % G  '%(" *)$"/!) MO :F�Q :

��!#D! �����# �! $! �����!� ' 0)**) &')!6) ") $-2 -*) #! ,#" + . & ('#*)!'"
A

)*
BG  '%(" : � * %"

ϕ
$)" ($(2 )%*" +) $ . )"&#,) 6),* '-)$  E $ . & ('#*)!'

A
#5-* : J# % '2 ) || · ||)"* +(X%-) &#' ||A|| = sup||ϕ||=1 ||Aϕ||

: G $$) 6('-X) $)" -%(5#$*("
||AB|| ≤ ||A|| ||B||, MT :NPHQ
||A+B|| ≤ ||A|| + ||B||. MT :NPJQ

� "#%*
C = e

A+B
n , D = e

A
n e

B
n ,

MT :NP�Q
-$ V#!* 2  %*')' /!)

limn→∞ ||Cn −Dn|| = 0
< , .)"*3I3+-') /!) $# +-"*#%,) )%*')

Cn = eA+B)*
Dn *)%+ 6)'"

0
"-
n → ∞ : 0 22) &#' 19&  *18")

A
)*
B

" %* +)"  & ('#*)!'" G  '%(" <#$ '" -$ )E -"*)
a ∈ � )*

b ∈ � *)$" /!)
||A|| ≤ a, ||B|| ≤ b.

MT :NP	Q
@% #

C = � +
A+B

n
+ O

(
1

n2

)
,

MT :NF�Q
D =

(
� +

A

n
+ O

(
1

n2

))(
� +

B

n
+ O

(
1

n2

))
= � +

A+B

n
+ O

(
1

n2

)
,

MT :NF NQ
+ %,

||C −D|| = O
(

1

n2

)
.

MT :NFOQ
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;) &$!"
||C|| =

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∞∑

k=0

1

k!

(
A+B

n

)k ∣∣∣∣
∣∣∣∣

(3.147)

≤
∞∑

k=0

1

k!

||(A +B)k||
nk

(3.146)

≤
∞∑

k=0

1

k!

||A+B||k
nk

= e
||A+B||

n

(3.147)

≤ e
||A||+||B||

n ,
MT :NFTQ

)* +) $# 2 U2 ) V#� %
||D|| =

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∞∑

k=0

1

k!

Ak

nk

∞∑

k=0

1

k!

Bk

nk

∣∣∣∣
∣∣∣∣

(3.146)

≤
∣∣∣∣
∣∣∣∣

∞∑

k=0

1

k!

Ak

nk

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣

∞∑

k=0

1

k!

Bk

nk

∣∣∣∣
∣∣∣∣

(3.147)

≤
∞∑

k=0

1

k!

||Ak||
nk

∞∑

k=0

1

k!

||Bk||
nk

(3.146)

≤
∞∑

k=0

1

k!

||A||k
nk

∞∑

k=0

1

k!

||B||k
nk

= e
||A||

n e
||B||

n

= e
||A||+||B||

n .
MT :NFPQ

� -%"- &  !'
n > 1

||Cn −Dn|| =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
n∑

k=1

Ck−1(C −D)Dn−k
∣∣∣∣
∣∣∣∣

(3.147)

≤
n∑

k=1

||Ck−1(C −D)Dn−k||

(3.146)

≤ ||C −D||
n∑

k=1

||Ck−1|| ||Dn−k||

(3.146)

≤ ||C −D||
n∑

k=1

||C||k−1 ||D||n−k

(3.153)
(3.154)

≤ ||C −D||n e
n−1

n
(||A||+||B||)

(3.149)

≤ ||C −D||n e
n−1

n
(a+b).

MT :NFFQ
I *#%* + %%( /!) &#' MT :NFOQ ||C −D|| = O

(
1
n2

) )* /!) n−1
n = O (1)

< #$ '" MT :NFFQ +)6-)%*
||Cn −Dn|| = O

(
1

n

)
,

MT :NFHQ
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+ %,  % # G-)%
limn→∞ ||Cn −Dn|| = 0

< ,) /!- #,186) $# &')!6) :
�

� !� ���#! �����
���! $! �!��� �� ' @% ')2 #'/!) I % !6)#! $ .#%#$ 5-) #6), $) V '2 #3$-"2 ) /!#%*-/!) "-  % -+)%*-X) $) 5(%('#*)!'
G

+) MT :NPTQ I $ .1#2 -$* %-)%
H = − ~2

2m
d2

dx2 +
V (x)

+ .!%) &#'*-,!$) /!#%*-/!) +#%" !% &  *)%*-)$
V (x)

: 0)**) #%#$ 5-) ") &' $ %5) )%*)'2 )" + .-%*(5'#$) +) ,1)2 -% )% 2 (,#%-/!) /!#%*-/!) : ;#%" ,) ,#" <  % & )!* 2  %*')' /!) $)&' &#5#*)!' /!#%*-/!)
U(t, t0) = e−i

t−t0
~
H = e

i(t−t0) � ~

2m
d2

dx2 − 1
~
V (x)� MT :NFJQ

)"* + %%( &#' $) % 9#! +) $ . & ('#*)!' + .(6 $!*- % MT :NFJQ
〈x|U(t, t0)|x0〉 =

∫ x,t

x0,t0

D [x(·)] e
i
~
S(x(·)),

MT :NF�Q
#6),

S (x(·)) =

∫ t

t0

ds

(
1

2
m

(
d

ds
x(s)

)2

− V (x(s))

) MT :NF	Q
$ .#,*- % ,$#""-/!) :� 0)**) V '2!$#*- % )"* #+#&*() I $ .(*!+) ")2 -3,$#""-/!) +)" &1(% 2 8%)"/!#%*-/!)" :J) &' &#5#*)!' /!#%*-/!) MT :NFJQ & )!* U*')  G*)%! , 22) &' $ %5)2 )%* #%#$9*-/!) +!&' &#5#*)!' G' H%-)% MT :NTHQ

Tt−t0 = e−(t−t0)G = e
(t−t0) �D d2

dx2 −Ω̂(x)� MT :NH�Q
+#%" $) &$#% , 2&$)E) +)" *)2&" < &'(,-"(2 )%* )% (6#$!#%* MT :NH�Q "!' $ .#E) +)" *)2&"&!')2 )%* -2 #5-%#-')" := #$5'( $)" #%#$ 5-)" < $ .-%*)'&'(*#*- % )* $)" "*#*!*" 2 #*1(2 #*-/!)" +) $ .-%*(5'#$) +) + -)3%)' )* +) 
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@% & )!* +-') +) $# V '2!$) MT :NF�Q /!) $ .#2&$-*!+) +) &' G#G-$-*( +) *' !6)' !%) &#'*-,!$)/!#%*-/!) )%

x
#! *)2&"

t
)"* + %%() &#' "!& )'&  "-*- % $-%(#-') + .(*#*" /!- , %*'-G!)%*,1#,!% #6), !% V#,*)!' +) &1#")

e
i
~
S(x(·)) , '')"&  %+#%* I !%) *'#� ),* -') ,$#""-/!) &  ""-G $)

�  -5%#%*
x0

I
x

+#%" $) *)2&"
t− t0

: � $ '" /!) $)" '(#$-"#*- %" +)" ,1)2 -%" G' H%-)%" " %*)% &'-%,-& ) &19"-/!)2 )%*  G")'6#G$)" < ,) % .)"* &#" $) ,#" +)" *'#� ),* -')" /!- -%*)'6-)%%)%*+#%" $ .-%*(5'#$) +) 
)9%2 #% I ,#!") +)" ')$#*- %" + .-%,)'*-*!+) /!- -%*)'+-")%* !%) +(*)'2 -3%#*- % � -%*) #'G-*'#-')2 )%* &'(,-") +) $# &  "-*- % )* +) $# 6-*)"") + .!%) &#'*-,!$) /!#%*-/!) :J) ,#$,!$ +) $ .(6 $!*- % /!#%*-/!) " !" V '2 ) +) $ .-%*(5'#$) V %,*- %%)$$) MT :NF�Q ')/!-)'* +)+($-,#*)" -%*(5'#*- %" +) V %,*- %"  ",-$$#%*)" : �

��b �h�f_ ab ] �he �cf`b_c a ���h]_`[h� ah��� efc 	
� i��� � ebcd b` a �h&`b� [c ]f *h�g`[h� a �h�ab

ψ(x, t)
�c�gb

�
ψ(x, t) = 〈x|ψt〉 =

�� dx0 〈x|U(t, t0)|x0〉 〈x0|ψ〉 i
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� !" ')6)% %" I $ .)E)2&$) +) $# ,1#�%) 2  $(,!$#-') #$(#* -') *'#-*( +#%" $# "),*- % N:N:H :�  !" 6 9 %" /! .!%) *)$$) ,1#�%) < +#%" $# $-2 -*) +! , %*-%! < & )!* U*') #""-2 -$() I !% ,1)2 -%G' H%-)%
r(s)

<
0 ≤ s ≤ N

<  E
N � 1

)"* $) % 2G') +) 2  % 2 8')" , %"*-*!#%* $# ,1#�%) : G%)E&$ -*#%* $ .-%*(5'#*- % V %,*- %%)$$) <  % & )!* #!""- (,'-') $ .(/!#*- % MN:J�Q <  G*)%!) $ '" +)$ .(*!+) +)" &  $92 8')" < " !" $# V '2 )
P (r) =

∫ r,N
0,0 dW

< #6),
dW

+ %%( &#' MT :NO	Q : 0)**)(,'-*!') & )'2 )* #-"(2 )%* +) 5(%('#$-")' #! ,#" +! & $92 8') " !2 -" I !% & *)%*-)$ )E *('-)!' < ! )%, ') #! ,#" +) $# '(&!$"- % I +)!E , '&" )* I , !'*) +-"*#%,) )%*') $)" 2  % 2 8')"+) " '*) /!) +)!E 2 % 2 8')" %) & )!6)%*  ,,!& )' $# 2 U2 ) & "-*- % +#%" $ .)"&#,) M6 $!2 ))E,$! Q : ; #%" $) &')2 -)' ,#" < ,1#/!) 2  % 2 8') )"* "!&&  "( " !2 -" I !% &  *)%*-)$ )E *('-)!'
V (r)

< )* +#%" $# $-2 -*) +! , %*-%! < !% ")52 )%* -%X%-*("-2 #$ + .!% &  $92 8') +) V '2 )
r(s)

)"*" !2 -" #! &  *)%*-)$
V (r(s))ds

: � -%"- < I $ .(/!-$-G') *1)'2 -/!) < $# +-"*'-G!*- % +) $ . !6)'*!')+) $# ,1#�%)
r

)"* + %%() &#' $ .-%*(5'#$) V %,*- %%)$$) MI !% V#,*)!' +) % '2 #$-"#*- % &'8"Q
PV (0|r,N) = CN

∫ r,N

0,0
dW e−β � N

0 ds V (r(s)) MT :NH NQ
/!- < &#' $# V '2!$) +) 
)9%2 #%34#, < & )!* U*') (*!+-() I $ .#-+) +) $ .(/!#*- % +-F(')%*-)$$)#"" ,-() :
��"������� $! �� ��� ��!" "#� #�! � !�����!

�%) 2 )2G'#%) &$#%) + %%) $-)! #! & *)%*-)$
V (x)

M,V : 
 -5 : T :FQ <  E
êx

)"* $# +-'),*- %& )'& )%+-,!$#-') #! &$#% +) $# 2 )2G'#%) M
r = (x, y, z)

Q �

V (x) → ∞ <
x→ −∞ M$# 2 )2G'#%) )"* -2& (%(*'#G$)Q <

V (x)
# !% &!-*" +) &  *)%*-)$ M$# 2 )2G'#%) )E)',) !%) #**'#,*- % Q <

V (x) = 0
<
x ≥ x0

M$# 2 )2G'#%) % .# &#" + .)F )* I 5'#%+) +-"*#%,)Q :
V (x)

E0

x0

êx

� ! " T :F # �h`b�`[b] a��� [^^f�` ]f d bd&cf�b f�bg ] ���bc� [b
E0

ab ] ��`f` *h�afdb�`f] a_ eh]�d 
cb i
�)%#%* , 2&*) /!) $# , %"*#%*) +) +-F!"- % #"" ,-() #! &' G$82 ) +)" &  $92 8')" )"*

D = a2/6
M6 -' "),*- % N:N:HQ <  % , %,$!* +) MT :NPTQ /! .)% &'(")%,) +) $# 2 )2G'#%)

PV (0|r,N) = cN 〈0|e−N G|r〉, MT :NHOQ
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 E $) 5(%('#*)!' +! &' ,)""!"
G

)"*
G = −a

2

6
∆ + βV = −a

2

6

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ βV (x).

MT :NHTQ
PV (0|r,N)

" .)E&'-2 ) )% *)'2 ) +)" V %,*- %" &' &')"
Ψα

)* (%)'5-)" &' &')"
Eα

+)
G

&#'
PV (0|r,N) = cN

∑

α

e−N EαΨα(0)Ψα(r).
MT :NHPQ

� !' '(" !+') $ .(/!#*- % #!E 6#$)!'" &' &')"
GΨα = EαΨα

 % -2&  ") +)" , %+-*- %" +)G  '+ & ('- +-/!)" "!' !%) +-"*#%,)
L

+#%" $)" +-'),*- %"
y

)*
z

"- G -)% /!)
Ψα(x, y, z) = ψn(x)

eikyy

√
L

eikzz

√
L
, Eα = εn +

6

a2
(k2
y + k2

z),
MT :NHFQ

 E
ky = 2πny/L

<
kz = 2πnz/L

<
ny

<
nz ∈ � < " %* +)" % 2G')" + . %+) )*

ψn
<
εn

<
n ∈ � < " %*$)" (*#*" )* (%)'5-)" &' &')" +! &' G$82 ) !%-+-2 )%"- %%)$R�

−a
2

6

∂2

∂x2
ψn(x) + βV (x)ψn(x) = εnψn(x), ε0 < ε1 ≤ ε2 ≤ . . . .

MT :NHHQ
0 %"-+(' %" $# +-"*'-G!*- % +) $ .)E *)%"- % +! &  $92 8')

PV (0|x, 0, 0,N)
+#%" $# +-'),*- %

x
& )'& )%+-,!$#-') I $# 2 )2G'#%) &  !'

N � 1
: ; #%" ,)**) $-2 -*) < -$ )"* ,$#-' /!) $) *)'2 )+ 2 -%#%* +) $# " 22 ) MT :NHPQ , '')"&  %+ I $ . (*#* V %+#2 )%*#$

n = ny = nz = 0
+ .(%)'5-)

E0 = ε0
�

PV (0|x, 0, 0,N)
x→∞� cNe−ε0NΨ0(0)Ψ(x, 0, 0)

∝ dNψ0(0)ψ0(x),
MT :NHJQ

&!-"/!) ")$ % $ .G/ : MT :NHFQ <
Ψ0(x, 0, 0)

)"* &' &  '*- %%)$$) I $ .(*#* V %+#2 )%*#$
ψ0(x)

+)$ .(/!#*- % MT :NHHQ )*
dN

)"* !%) , %"*#%*) -%+(& )%+#%*) +)
x
: J# +-"*'-G!*- % +) $ .)E *'(2 -*(+ .!% &  $92 8') ")$ %

x
)"* + %, +(*)'2 -%() &#' $) , 2&  '*)2 )%* +)

ψ0(x)
: �!-"/!) $)&  *)%*-)$ " .#%%!$) &  !'

x > x0
 % , %,$!* +) MT :NHHQ /! .I $# % '2 #$-"#*- % &'8"

ψ0(x) ' exp

(
−
√

6|ε0|
a2

x

)
, x > x0.
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� -%"-

a/
√

6|ε0|
')&'(")%*) $# $ %5!)!' *9&-/!) #!3+)$I +) $#/!)$$) $# &' G#G-$-*( +) *' !6)'$# "), %+) )E*'(2 -*( + .!% &  $92 8') #**#,1( I $# 2 )2G'#%) )"* %(5$-5)#G$) < )* + %%) + %,$ .(&#-"")!' +) $# , !,1) + .#G" '&*- % :

�� ��� ��!" �#������# �"�&"

;#%" $) ,#"  E  % *-)%* , 2&*) + .!%) '(&!$"- % )%*') $)" 2  % 2 8')" <  % #!'# I , %"-+(')'$ .-%*(5'#$) V %,*- %%)$$)
∫ r,N

0,0
dW e−

β
2
� N
0

ds1 � N
0

ds2 V (r(s1)−r(s2)) MT :NH	Q
Y�
�
� eb_` ��f]bd b�` [deh^bc _�b gh�a[`[h� ab &hca eh_c � �cf�a 	

x � x0 � ab ^hc`b �_b ]b ^e bg`cb ^h[`b�`[
cbd b�` a[^gcb` i
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 E
V (r(s1) − r(s2))ds1ds2

)"* $) &  *)%*-)$ '(&!$"-V )%*') +)!E ")52 )%*" -%X%-*("-2 #!E +)$# ,1#�%) : G% &'(")%,) + .!%) *)$$) '(&!$"- %  % & )!* " .#**)%+') I !%) $ - +) �!,*!#*- % +)$ . !6)'*!') +) $# ,1#�%) +! *9& )
〈
r2
〉
∝ N2ν ,

MT :NJ�Q E $ .)E&  "#%*
ν
)"* "-*!( )%*')

1/2
)*

1
: J) ,#"

ν �
N�O *'#+!-* !% , 2&  '*)2 )%* +-F!"-V &  !'$)/!)$ $)" -%*)'#,*- %" )%*') 2  % 2 8')" " %* %(5$-5)#G$)" �

ν = 1
,#'#,*('-") !% & $92 8')+#%" $)/!)$ $ .-%*)'#,*- % )%*') $)" 2  % 2 8')" )"* "!� "#22 )%* '(&!$"-6) +) " '*) /!) ,)"+)'%-)'" " .($ -5%)%* #!*#%* /!) &  ""-G $) $)" !%" +)" #!*')" )* V '2 )%* !%) ,1#�%) '-5-+) : L-

ν = 1
$ .(,#'*3/!#+'#*-/!) 2  9)% )"* +! 2 U2 )  '+') /!) $) % 2G') +) 2  % 2 8')"

N
< ,) /!-"-5%-X) /!) $) &  $92 8') " .(*)%+ +#%" !%) ")!$) +-2 )%"- % &  !' V '2 )' !%) ,1#�%) $-%(#-')+) $ %5!)!'

Na
: L -*

d
$# +-2 )%"- % +) $ .)"&#,) < #$ '" $)" )F )*" +) 6 $!2 ) )E,$! -%*' +!-*"&#' $# '(&!$"- % )%*') 2  % 2 8')" 2 8%)%* #!E ')$#*- %" !%-6)'")$$)"

ν =





1, d = 1,

3
4 , d = 2,

0.588 . . . , d = 3,

1
2 , d > 4.

MT :NJNQ

J .!%-6)'"#$-*( 2 #%-V)"*) $) V#-* /!) MT :NJNQ %) +(& )%+ &#" +) $# V '2 ) )E&$-,-*) +! &  *)%*-)$'(&!$"-V )%*') $)" 2  % 2 8')" : G% +-2 )%"- % "!& ('-)!') I P <  % "#-* /!) $)" &  -%*" + .-%*)'"),3*- % + .!% ,1)2 -% G' H%-)% #6), $! -32 U2 ) V '2 )%* !% )%")2G$) +) 2 )"!') %!$$) < +) " '*)/! .!%) '(&!$"- % I , !'*) +-"*#%,) +)2 )!') "#%" )F)*" : �#' , %"(/!)%* < )% +-2 )%"- %
d > 4$ .)E& "#%*

ν
')"*) (5#$ I

1/2
M6 -' �=#� ,1#&-*') P &  !' +)" +(6)$ && )2 )%*" "!' $) "!� )*Q :

� �� ��������� � ��� ����� �� �������� ����� ���
0)* )E&  "( )"* -%"&-'( +) $# '(V(')%,) �� #� : @% *' !6)'# !%) ')6!) *'8" , 2&$8*) "!' $)"&' ,)""!" +) J(69 )* $)!'" #&&$-,#*- %" )% &19"-/!) +#%" $# '(V(')%,) �� � :

� 	� 	
 � �
��� ��� ���� ���� �� ��� ��� ������ �������

J) 2  !6)2 )%* G' H%-)% )"* ,#'#,*('-"( &#' $) V#-* /!) $# +-"*'-G!*- % +! +(&$#,)2 )%*+) $# &#'*-,!$)
y = x2 − x1

M, .)"*3I3+-') $ .-%,'(2 )%* +! &' ,)""!"Q +#%" !% &#" +) *)2&"
τ)"* + %%() &#' $ .G/ : MN:O NQ

P (y) =
1√

4πDτ
exp

(
− y2

4Dτ

)
.

MT :NJOQ
J# &' &'-(*( +) = #'7 6 (/!-6#!* I +-') /!) $)" -%,'(2 )%*" " %* -%+(& )%+#%*" < * !" +-"*'-3G!(" &#' $# 2 U2 ) $ -

P (y)
: J# +-"*'-G!*- % MT :NJOQ + %%) !%) &' G#G-$-*( *'8" V#-G $) #!E-%,'(2 )%*" +) 5'#%+) #2&$-*!+) � -$" " %* * !" "*#*-"*-/!)2 )%* +) $ . '+') +) 5'#%+)!' +)$# 6#'-#%,)

σ =
√

2Dτ
: �%) *)$$) $ - < +) 6#'-#%,) X%-) < )"* +-*) (*' -*) : L- $ . % , %"-+8')$) &' ,)""!" G' H%-)%
x(n)

)% *)2&" +-",')* M
n = 0, 1, . . .

-%+)E) $)" &#" +) *)2&"Q < % !""#6 %" /!) $# &' G#G-$-*( +) *' !6)' $# &#'*-,!$) M-""!) +) $ . '-5-%)Q )%
x

#&'8"
n = t/τ-%*)'6#$$)" +) *)2&" )"*

P (x, n) =
1√

4πDnτ
exp

(
− x2

4Dnτ

)
,

MT :NJTQ
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/!- , %+!-* #! , 2&  '*)2 )%* +-F!"-V

√
〈x(n)2〉 =

√
2Dτn.

MT :NJPQ
G% V#-* <

x(n) ≡ xn =

n∑

i=1

yn, yi = xi+1 − xi, x0 = 0, xi+1 = x,
MT :NJFQ

)"* $# " 22 ) +)
n

6#'-#G$)" #$(#* -')" -%+(& )%+#%*)" )* (/!-+-"*'-G!()" M$)"
n

-%,'(2 )%*""!,,)""-V"Q : G% -%*' +!-"#%*
un = xn/

√
n
<  % 6 -* +) $ .G/ : MT :NJTQ /!) $# +-"*'-G!*- % % '32 #$-"() +)

un
)"* !%) 5#!""-)%%) -%+(& )%+#%*) +)

n
)* ,),- # V '*- '- &  !'

n → ∞ : @% #$I !% ,#" &#'*-,!$-)' +) $# $ - +)" 5'#%+" % 2G')" /!- #� '2 ) /!) $)" �!,*!#*- %" M#&'8",1#%5)2 )%* + .(,1)$$) √
n
Q

un =
xn − 〈xn〉√

n

MT :NJHQ
+ .!%) " 22)

xn =
∑n

i=1 yi
+)

n
6#'-#G$)" -%+(& )%+#%*)" )* -+)%*-/!)2 )%* +-"*'-G!()"")$ % !%) $ -

P (y)
& ""8+) !%) +-"*'-G!*- % 5#!""-)%%) $ '"/!)

n → ∞ : J) *1( '82 ) )"*6#$-+) " !" $ .19&  *18") /!) $) &')2 -)' 2  2 )%* 〈y〉 =
∫

dy yP (y)
)* $) "), %+ 2  2 )%*

〈
y2
〉

=
∫

dy y2P (y)
+)
P (y)

" %* X%-" : J) *1( '82 ) ") V '2!$) &'(,-"(2 )%* " !" $# V '2 )
lim
n→∞

Prob{uα ≤ un ≤ uβ} =
1√
2πσ

∫ ub

ua

du exp

(
− u2

2σ2

)
,

MT :NJJQ
 E

σ =
√

〈y2〉 − 〈y〉2 )"* $# 6#'-#%,) +)
P (y)

� -$ )"* ')2 #'/!#G$) /!) $# +-"*'-G!*- % $-32 -*) MT :NJJQ %) +(& )%+) /!) +)
σ

)* % % +)" +(*#-$" +)
P (y)

: J) '("!$*#* MT :NJJQ "-5%-X)/!) $)" '(#$-"#*- %" *9&-/!)" +) $ .(,#'* +) $# " 22 )
xn

I "# 2  9)%%) ") , 2&  '*)%* , 22)
xn − 〈xn〉

n→∞' √
n,

MT :NJ�Q
/!- )"* , %V '2 ) I $# $ - +) $# +-F!"- % :
� 	� 	� � �� ����
� �� ����

�% &' ,)""!" I -%,'(2 )%*" -%+(& )%+#%*" I $ - $#'5) /!#$-X) $# "-*!#*- %  E $) "), %+M)* (6)%*!)$$)2 )%* $) &')2 -)'Q 2  2 )%* +)
P (y)

)"* -%X%- : �% )E)2&$) )"* + %%( &#' $#+-"*'-G!*- % +) 0#!,19
P (y) =

2b

π(y2 + b2)
, y ≥ 0.

MT :NJ	Q
J# &#'*-,!$) # #$ '" !%) &' G#G-$-*( #&&'(,-#G$) + .#,, 2&$-' !% +(&$#,)2 )%* M6)'" $# +' -*)Q-2&  '*#%* )% !% ")!$ &#" +) *)2&" : J# $ - +)" 5'#%+" % 2G')" % .)"* &$!" 6#$#G$) " !" "# V '2 )1#G-*!)$$) )* $)" �!,*!#*- %" +) $# " 22 )

xn
2 %*')%* +)" &' &'-(*(" * !*3I3V#-* % !6)$$)" :

G% &#'*-,!$-)'  % " '* +! ,#+') +)" (/!#*- %" +) 
 77)'3� $#%7 &!-"/!) $)" 19&  *18")" /!-9 , %+!-")%* M)E -"*)%,) + .!% "), %+ 2  2 )%* X%- < 6 -' "),*- % T :NQ %) " %* &$!" 6('-X()" :0 %"-+(' %" !% &' ,)""!" +) = #'7 6 1 2  58%)
x(n)

#6), &#" +) *)2&" +-",')*" <
n =

0, 1, 2, . . .
< )* I 6#$)!' &  "-*-6) : J)" -%,'(2 )%*"

yn = x(n+1)−x(n)
" %* (5#$)2 )%* &  "-*-V" RR :

YY
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J# &' G#G-$-*( +) *'#%"-*- % +! &' ,)""!" )"* +(*)'2 -%() &#' $# + %%() +) $# +-"*'-G!*- %+ .!% -%,'(2 )%*
P (y)

P (x1, n|x2, n + 1) =

{
y, y = x2 − x1 ≥ 0,

0, y < 0.

MT :N��Q
J# &' G#G-$-*(

P (x, n)
/!) $) &' ,)""!"

x(n)
&')%%) $# 6#$)!'

x
#&'8"

n
&#" " . G*-)%* &#'!"#5)" "!,,)""-V" +) $ .(/!#*- % +) 01#&2 #%34 $2  5 ' 6

P (x, n) =

∫ x

0
dxn−1 . . .

∫ x2

0
dx1 P (x1)P (x2 − x1) . . . P (x− xn−1), x ≥ 0,

MT :N� NQ
 E $ . % # *)%! , 2&*) +#%" $)" $-2 -*)" + .-%*(5'#*- % /!) $)" -%,'(2 )%*" " %* &  "-*-V" : � !'(*!+-)' $# , %6 $!*- % 2!$*-& $) MT :N� NQ < -$ )"* !*-$) + .-%*' +!-') $# *'#%"V '2 () +) J#&$#,)/!- *'#%"V '2 ) !% &' +!-* +) , %6 $!*- % )% !% &' +!-* #$5(G'-/!) < , .)"*3I3+-')

P̃ (s) =

∫ ∞

0
dy e−syP (y),

MT :N�OQ
P̃ (s, n) =

∫ ∞

0
dx e−sxP (x, n)

(3.181)
= P̃ (s)n.
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P (y)
")'# ,#'#,*('-"() &#' " % , 2&  '*)2 )%* #"92&* *-/!)

P (y)
y→∞' b

y1+µ
, µ > 0.

MT :N�PQ
L-

0 < µ ≤ 2
$) "), %+ 2  2 )%* 〈

y2
〉 +-6)'5) )* $# $ - )"* +-*) $#'5) M"-

0 < µ ≤ 1
$) &')2 -)'2  2 )%* +-6)'5) (5#$)2 )%*Q : L-

µ > 2
$) "), %+ 2  2 )%* )"* X%- < $# $ - )"* +-*) (*' -*) )*$# $ - +)" 5'#%+" % 2G')" MT :NJJQ )"* 6#$-+) : J) ,#"

µ = 1
, '')"&  %+ I $# +-"*'-G!*- % +)0#!,19 MT :NJ	Q := U2 ) "- $) "), %+ 2  2 )%* )"* -%X%- <  % & )!* )%, ') &  ")' $# /!)"*- % #%#$ 5!) #!, %*)%! +) $ .G/ : MT :NJJQ � )E -"*)3*3-$ !% '),)%*'#5)

an
)* !% ,1#%5)2 )%* + .(,1)$$)

λn
*)$"/!)

un =
xn − an
λn

MT :N�FQ
&  ""8+) !% +-"*'-G!*- % $-2 -*) $ '"/!)

n→ ∞ 	 J# '(&  %") )"* #� '2 #*-6) < $) '("!$*#* &  !'$) ,#"
0 < µ < 1

(*#%*
lim
n→∞

Prob(uα ≤ un ≤ uβ) =

∫ uβ

uα

duLµ,b(u),
MT :N�HQ

#6),
un =

xn
n1/µ

, 0 < µ < 1.
MT :N�JQ

>$ )"* ')2 #'/!#G$) -,- /!) $# +-"*'-G!*- % $-2 -*)
Lµ,b(u)

< #&& )$() $ - +) J(69< %) +(& )%+) /!)+)" &#'#2 8*')"
µ

)*
b
/!- ,#'#,*('-")%* $) , 2&  '*)2 )%* #"92&* *-/!) MT :N�PQ +)

P (y)
: J#*'#%"V '2 () +) J#&$#,) +)

Lµ,b(u)
# $ .)E&')""- % "-2&$)

L̃µ,b(s) = exp
(
−bµ−1Γ(1 − µ)sµ

) MT :N��Q
+ %* % !" �!"*-X)' %" $# V '2 ) &$!" $ -% M

Γ(x)
)"* $# V %,*- % + .G!$)'Q : J) '("!$*#* MT :N�HQ#6), MT :N�JQ "-5%-X) /!) $)" '(#$-"#*- %" +! &' ,)""!" ") , 2&  '*)%* *9&-/!)2 )%* , 22)

x(n)
n→∞' n1/µ.
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0 < µ < 1
< "# ,' -""#%,) )"* G )#!, !& &$!" V '*) /!) ,)$$) +! &' ,)""!" +-F!"-V1#G-*!)$ +) $ .G/ : MT :NJPQ < )* &$!" V '*) /!) $) 2  !6)2 )%* G#$-"*-/!)

x(n) ' n
: �#' )E)2&$)&  !'

µ = 1/2
<
x(n) ' n2 : 0),- *-)%* #! V#-* /!) $)" -%,'(2 )%*" -%+-6 -+!)$" & )!6)%* U*') +)5'#%+) #2&$-*!+) , 22)  % $) &'(,-")'# +#%" $# "!-*) :; %% %" !% #'5!2 )%* /!- -%+-/!) $ . '-5-%) +! , 2& '*)2 )%* MT :N�JQ 2 #-" /!- %) , %"*-3*!) &#" !%) &')!6) , 2&$8*) +! *1( '82 )R
 +) $ .G/ : MT :N�HQ : 0 %"-+(' %" $# 6#'-#G$)

u =
x/λn

+ %* $# +-"*'-G!*- % % '2 #$-"() )"*
Q(u, n) = λnP (λnu, n).

MT :N	�Q
>$ " .#5-* +) 2  %*')' /!)

Q(u, n)
&  ""8+) !%) $-2 -*) &  !' !% ,1 -E #&&' &'-( +) $ .(,1)$$)

λn
:

G% *'#%"V '2 () +) J#&$#,) <  %  G*-)%*
Q̃(s, n) =

∫ ∞

0
du e−suQ(u, n)

= λn

∫ ∞

0
du e−suP (λnu, n)

= P̃ (s/λn, n)

=
[
P̃ (s/λn)

]n
.

MT :N	 NQ
J# *' -"-82 ) (5#$-*( "!-* +! ,1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$)

λnu = x
)* $# +)'%-8') +) $ .G/ : MT :N�TQ :

@% "#-* /!) $) , 2& '*)2 )%* +)
P (y)

& !'
y → ∞ )"* +(*)'2 -%( &#' ,)$! - +)

P̃ (s)
& !'

s→ 0
: L- $) , 2& '*)2 )%* + 2 -%#%* +)

P (y)
)"* +) $# V '2 ) MT :N�PQ < #$ '"

P̃ (s)
s→0' 1 − bµ−1Γ(1 − µ)sµ + o(sµ),

MT :N	OQ
 E $) &')2 -)' *)'2 ) )"* +� I $# % '2 #$-"#*- %

P̃ (s = 0) = 1
)* < V '2 )$$)2 )%* < $# *'#%"V '2 ()+) J#&$#,) +)

y−(1+µ) < #&'8" ,1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$)
sy + y′

< + %%) $-)! #! *)'2 ) + . '+')
sµ

: @% , %,$!* +) $ .G/ : MT :N	OQ /!)
Q̃(s, n) =

[
1 − bµ−1Γ(1 − µ)(s/λn)

µ + o(s/λn)
µ)
]n MT :N	TQ

&  ""8+) !%) $-2 -*) "- $ . % V#-* $) ,1 -E
λn = n1/µ �

lim
n→∞

Q̃(s, n) = lim
n→∞

[
1 − bµ−1Γ(1 − µ)sµ

n
+ o

(
sµ

n

)]n

= exp
(
−bµ−1Γ(1 − µ)sµ

)
,

MT :N	PQ
+ . E $) '("!$*#* MT :N��Q : � * %" /!)

L̃µ,b(s) ' 1 − bµ−1Γ(1 − µ)sµ
<
s → 0

< -2&$-/!) /!) $#+-"*'-G!*- % +) J(69
Lµ,b ' b

u1+µ

<
u → 0

< # $# 2 U2 ) +(,' -""#%,) MT :N�PQ /!)
P (y)

: ; #%"$) ,#"
µ = 1/2

$# +-"*'-G!*- % +) J(69 # $# V '2 ) )E&$-,-*)
L1/2,b(u) =

b

u3/2
e−πb

2/u, u ≥ 0, L1/2,b(u) = 0, u < 0.
MT :N	FQ

�%) #%#$9") "-2 -$#-') & )!* U*') V#-*) &  !' $)" ,#"
1 ≤ µ ≤ 2

� -$" , %+!-")%* #!E +-F!"- %"#% '2 #$)" "!-6#%*)" �

x(n) ' n lnn, µ = 1,

x(n) − n 〈y〉 ' n1/µ, 1 < µ < 2,

x(n) − n 〈y〉 '
√
n lnn, µ = 2.
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J)" -%,'(2 )%*" +! 2  !6)2 )%* G' H%-)% <  ! + .!%) 2 #%-8') 5(%('#$) + .!% &' ,)""!" I$ - (*' -*) < " %* * !" +! 2 U2 )  '+') +) 5'#%+)!' � $# 6#'-#%,) +) $# $ - : J# "-*!#*- % )"* *'8"+-F (')%*) /!#%+  % # #F#-') I !%) $ - $#'5) : � " %" $# /!)"*- % � /!)$$) )"* $# &' G#G-$-*(
P(y, n)

+ . G")'6)' !% -%,'(2 )%*
y ≥ y

< * !" $)" #!*')" (*#%* -%V('-)!'" I
y
: 0)**) &' G#G-$-*()"*

Q(y, n) = nQ(y)(1 −Q(y))n−1,
MT :N	JQ

 E
Q(y) =

∫ ∞

y
dy P (y)

MT :N	�Q
)"* $# &' G#G-$-*( + . G*)%-' !% -%,'(2 )%* "!& ('-)!' I

y
: G% )F)* < Q(y)(1 − Q(y))n−1 )"*$# &' G#G-$-*( + . G*)%-' )E#,*)2 )%* !% -%,'(2 )%* "!& ('-)!' I

y
+#%" !%) "(/!)%,) +)

n-%,'(2 )%*" )* $) V#,*)!'
n

*-)%* , 2&*) +! V#-* /!) ,) +)'%-)' & )!* "!'6)%-' I % .-2&  '*)/!)$$) (*#& ) +! &' ,)""!" :J# 6#$)!' $# &$!" &' G#G$)
yn

+) $ .-%,'(2 )%* 2 #E -2 #$ " . G*-)%* )% 2 #E -2 #$-"#%* Q(y, n)
�

d

dy
Q(y, n) = n

[
(1 −Q(y))n−1 − (n− 1)Q(y)(1 −Q(y))n−2

] d

dy
Q(y)

= −n [1 −Q(y)]n−2 [1 − nQ(y)]P (y, n).
MT :N		Q

0)**) /!#%*-*( " .#%%!$) $ '"/!)
1 − nQ(y) = 0

< + %,
yn

6('-X) $# ')$#*- %
∫ ∞

yn

dy P (y) =
1

n
.

MT :O��Q
J .(6#$!#*- % +)

yn
& !' $) 2  !6)2 )%* G' H%-)% , %+!-* #6), $ .G/ : MT :NJOQ I

1

n
=

1√
2πσ

∫ ∞

yn

dy exp

(
− y2

2σ2

)
n→∞'

√
2

π

σ

yn
exp

(
− y2

n

2σ2

)
,

MT :O� NQ
+ . E

yn
n→∞' σ

√
2 lnn.

MT :O�OQ
@% 6 -* /!) $# *#-$$) +) $ .-%,'(2 )%* 2 #E -2 #$ %) ,' -* /!) *'8" $)%*)2 )%* #! , !'" +! *)2&" :J)" ,1 ")" " %* *'8" +-F (')%*)" &  !' !%) $ - $#'5) : @% & )!* )"*-2 )' $ . '+') +) 5'#%+)!' +)
yn

&  !'
n→ ∞ )% ')2&$#�#%*

P (y)
+#%" $ .G/ : MT :O��Q &#' " % , 2&  '*)2 )%* #"92&* *-/!)+) $ .G/ : MT :N�PQ �

1

n
'
∫ ∞

yn

dy
b

y1+µ
=
b

µ

1

(yn)
µ
,

MT :O�TQ
,) /!- , %+!-* I

yn
n→∞' n1/µ.
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G% , 2&#'#%* I $ .G/ : MT :N�	Q <  % , %"*#*) /!) $ .-%,'(2 )%* 2 #E -2 #$ )"* +! 2 U2 )  '+') +)5'#%+)!' /!) $) +(&$#,)2 )%* * *#$

x(n)
#&'8"

n
&#" < )* $# ,1#%,) + . G")'6)' !% *)$ -%,'(32 )%* #! , !'" +) ,) +(&$#,)2 )%* )"* #&&'(,-#G$) &!-"/!) ")$ % $)" G/" : MT :N	JQ )* MT :O��Q <

Q(y, n) = (1− 1/n)n−1 ' e−1 > 0
<
n→ ∞ : �)%+#%* !%) '(#$-"#*- % *9&-/!) < $) 2  !6)2 )%*+) $# &#'*-,!$) �!"/! .#! &  -%*

x(n)
" .)F ),*!) + %, )"")%*-)$$)2 )%* &#' !% & )*-* % 2G') +)
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"#!*" + .#2&$-*!+) &' &  '*- %%)$$) I
n1/µ < #&& )$(" 6 $" +) J(69: @% +-* #!""- /!) $# "*#*-"3*-/!) +! &' ,)""!" )"* + 2 -%() &#' $)" (6(%)2 )%*" '#')" : J# "-*!#*- % )"* -$$!"*'() &#' $)"X5!')" T :H )* T :J  E $ . % # "-2!$( !%) 2 #',1) #! 1#"#'+ +#%" $) &$#% < + %* $# $ %5!)!' +)"-%,'(2 )%*"

y > 0
)"* +-"*'-G!() ")$ % $# $ -

P (y) = θ(y − y0)
µyµ0
y1+µ

.
MT :O�FQ

J .#%5$) + .!% -%,'(2 )%* )"* (/!-+-"*'-G!( +#%" $ .-%*)'6#$$)
[0, 2π]

: J# X5!') T :H , '')"&  %+ I$# $ - (*' -*)
µ = 3

)* $# X5!') T :J I $# $ - $#'5)
µ = 3/2

:

� ! " T :H # � fcg�b f_ �f^fca eh_c
µ = 3

b`
y0 = 5 i

� ! " T :J # � fcg�b f_ �f^fca eh_c
µ = 3/2

b`
y0 = 5 i



JH �������� � 	 ��
���� �� 
��� 
����� ���� �����

� 	� 	� ��� ���������
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@% , %"-+8') !%) &#'*-,!$) ") +(&$#�#%* MI !%) +-2 )%"- % Q +#%" !% & *)%*-)$
V (x), %"*-*!( + .!%) "!-*) +)

n
&!-*" (*#5(" +! *9& ) +) $# X5!') T :O M6 -' $# X5!') T :�Q :

V (x)

i = 1

i = 2

i = n

Vi

x

+(*),*- %

� ! " T :� # � ha
 ]b ab ]f gf^gfab a �� cc�b� [_^ iJ)" &!-*" " %* "(&#'(" &#' +)" G#''-8')" +) &  *)%*-)$ + .#2&$-*!+)
Vi > 0

: J# &#'*-,!$)"!G-* !%) +-F!"- %  '+-%#-') +#%" $) &  *)%*-)$
V (x)

< *)$$) /!) '(5-) &#' $)" (/!#*- %" +)4'#2 )'" M,V : L),* : T :FQ : J)" �!,*!#*- %" *1)'2 -/!)" V %* &#"")' $# &#'*-,!$) +!
i
82 ) #!

(i + 1)
82 ) &!-*" #&'8" !% *)2&" +) "(�  !' 2  9)% +#%" $)

i
82 ) &!-*" + %%( &#' MV '2!$)+ .� '')1%-!" MT :	OQQ

τi = τ0e
βVi .

MT :O�HQ
>,-

τ0
)"* !%) , %"*#%*) +) *)2&" /!) $ . % &')%+'# -+)%*-/!) &  !' * !" $)" &!-*" R� : J '"/!)$)" G#''-8')" " %* ($)6()" )* $# *)2& ('#*!') G#"") <  % & )!* %(5$-5)' $)" *'#%"-*- %"  E $#&#'*-,!$) V'#%,1-'#-* &$!"-)!'" G#''-8')" "-2!$*#%(2 )%*  ! ')* !'%)'#-* #! &!-*" &'(,(+)%* :

� -%"- $) *)2&" * *#$ %(,)""#-') &  !' V'#%,1-'
n

G#''-8')" )"*
τ(n) =

n∑

i=1

τi.
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�
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f ab^ �_g`_f`[h� ^ ah�` �h_^ �b `b�h� ^ ef^ghde`b [g[ i



� 	� 	 ��
���� �� � �
� ����� � � ���� ���
� �� 
�
��� JJ

@% -%*' +!-* 2 #-%*)%#%* $ .)F )* +! 2 -$-)! +(" '+ %%( )% +(,$#'#%* /!) $)" G#''-8')"
Vi

" %*+)" 6#'-#G$)" #$(#* -')" M&  "-*-6)"Q -%+(& )%+#%*)" +-"*'-G!()" ")$ % $# $ - )E&  %)%*-)$$)
F (V ) =

1

E0
exp

(
− V

E0

)
,

MT :O��Q
 E

E0
)"* !% (%)'5-) ,#'#,*('-"*-/!) : � -%"-

τ(n)
+) $ .G/ : MT :O�JQ +)6-)%* !% &' ,)""!" #6),-%,'(2 )%*" -%+(& )%+#%*" "!' $ .#E) +! *)2&" + %* $)" &#" , '')"&  %+)%* #!E V'#%,1-"")2 )%*""!,,)""-V" +)" G#''-8')" : J# +-"*'-G!*- % + .!% -%,'(2 )%*

P (τ)
)"* -%+!-*) &#' $)" G/" : MT :O�HQ)* MT :O��Q !*-$-"#%*

P (τ)dτ = F (V )dV
�

P (τ) = F (V (τ))
d

dτ
(V (τ)), V (τ) = kBT ln (τ/τ0) , τ ≥ τ0,

MT :O�	Q
,) /!- , %+!-* I

P (τ) = µ
τµ0
τ1+µ

, µ =
kBT

E0
, τ ≥ τ0.
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J) , 2&  '*)2 )%* #"92&* *-/!) +! &' ,)""!" )"* + %, '(5$( &#' $# *)2& ('#*!')

T
: L-

kBT >
2E0

 % # !%) $ - (*' -*) : L-
kBT ≤ 2E0

$# $ - +)6-)%* $#'5) < )% &#'*-,!$-)'
kBT < E0, '')"&  %+ #! 6 $ +) J(69 *'#-*( +#%" $)" "),*- %" &'(,(+)%*)" : J) *)2&" * *#$

τ(n) ∼
nE0/kBT

% .)"* &#" &' &  '*- %%)$ #! % 2G') +) G#''-8')" V'#%,1-)" 2 #-" ,' -* G )#!, !& &$!"'#&-+)2 )%* : ;) &$!" -$ )"* '(#$-"( &#' /!)$/!)" $ %5" "(�  !'" +! 2 U2 )  '+') +) 5'#%+)!'
nE0/kBT

+#%" !% & )*-* % 2G') +) &!-*" :
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; %% %" !% #!*') )E)2&$) /!- &' 6-)%* +) $ .(*!+) +! ')V' -+-"")2 )%*  &*-/!) + .!% 5#W+ .#* 2 )" &#' (2 -""- % )* #G" '&*- % +) &1 * %" : L-
p

+("-5%) $# /!#%*-*( +) 2  !6)2 )%*+ .!% #* 2 ) < !% &1(% 2 8%) /!- )2& U,1) + .#2 )%)' $ .#* 2 ) #! ')&  " )"* $ .(2 -""- % "&  %*#3%() : 0)$$)3,- ") &' +!-* #$(#* -')2 )%* )* , %+!-* #! &#""#5) +) $# /!#%*-*( +) 2  !6)2 )%*#* 2 -/!)
p

I !% (*#*
p′ = p + ~k

 E
~k

)"* $# /!#%*-*( +) 2  !6)2 )%* +! &1 * % (2 -"  !#G" 'G ( $ '" + .!%) *'#%"-*- % #* 2 -/!) + .(%)'5-)
~ω = ~c|k| : J)" �!,*!#*- %" +) $# /!#%*-*(+) 2  !6)2 )%*

∆p ' ~|k| /!- )% '("!$*)%* MG'!-* /!#%*-/!)Q + %%)%* $-)! I !%) *)2&('#3*!') )F ),*-6)
TR ' (∆p)2/2kBm ' (~|k|)2/2kBm

/!- #&&#'#�* , 22 ) !% $-2 -*) #G" $!) #!')V' -+-"")2 )%* $#")' : >$ )"* ,)& )%+#%* &  ""-G $) +) V'#%,1-' ,)**) $-2 -*) )% )E&$ -*#%* �!+-3,-)!")2 )%* $)" &' &'-(*(" +) $ .-%*)'#,*- % )%*') $ .#* 2 ) )* $)" &1 * %" : � !" % !" '(V(' %"I $ . !6'#5) �� #� &  !' !%) +)",'-&*- % , 2&$8*) +) ,)" &1(% 2 8%)" : � !" % !" G  '% %" I-%+-/!)' G'-86)2 )%* , 22)%* $# "*#*-"*-/!) +) J(69 -%*)'6-)%* V#6 '#G$)2 )%* +#%" ,)**)"-*!#*- % :
@% #""-2 -$) $ .(6 $!*- % +) $# /!#%*-*( +) 2  !6)2 )%* +) $ .#* 2 ) I !% &' ,)""!" "* ,1#"3*-/!) M2 #'7 6-)% Q

p(t)
/! . % "!&&  ") -,- !%-+-2 )%"- %%)$ &  !' $# "-2&$-,-*( : J) &' ,)""!")"* 5 !6)'%( &#' $ .(/!#*- % 2 #�*')"") &  !' $# +)%"-*( +) &' G#G-$-*(

ρ(p, t)
+) $# V '2 ) M6 -'$ .G/ : MP :N�QQR� �

∂

∂t
ρ(p, t) =

∫
dp′

[
W(p′|p)ρ(p′, t) −W(p|p′)ρ(p, t)

]
.
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J)" *#!E +) *'#%"-*- % W(p′|p) )* W(p|p′) + -6)%* U*') ,#$,!$(" I &#'*-' +) $# +9%#2 -/!)/!#%*-/!) +) $ .#* 2 ) )% -%*)'#,*- % #6), $)" &1 * %" : >%*' +!-" %" $# &' G#G-$-*(
Γ(p)

&#'!%-*( +) *)2&" +) *'#%"-*)' +) $ .(*#*
p

I !% (*#*
p′ 6= p

/!)$, %/!)
Γ(p) =

∫
dp′W(p|p′) =

1

τ(p)
.
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Γ(p)

)"* $ .-%6)'") +! *)2&" +) 6-) +) $ .(*#*
p
: J)" *#!E  %* $)" ,#'#,*('-"*-/!)" "!-6#%*)" :

N: � !'
p

)*
p′

& )*-*" < $) *#!E +) *'#%"-*- % +)
p

I
p′

)"* -%+(& )%+#%* +)
p′

)*
W(p|p′) = cΓ(p), |p|, |p′| ≤ p0.

MT :O NTQ
O :

Γ(p)
" .#%%!$) /!#+'#*-/!)2 )%* )%

p = 0
�

Γ(p)
p→0' γp2, γ > 0.

MT :O NP Q
0)**) &#'*-,!$#'-*( �  !) $) '� $) ,'!,-#$ &  !' $) , %*'� $) +! G'!-* /!#%*-/!) +� I $ .(2 -""- %"&  %*#%() : G $$) & )!* U*') '(#$-"() &19"-/!)2 )%* )% G (%(X,-#%* +)" &' &'-(*(" +) $ .-%*)'#,*- %#* 2 )3&1 * %" &  !' ,'()' !% �(*#* % -'�  E $)" &' ,)""!" + .(2 -""- % )* #G" '&*- % " %*"* && (" :

@% , %� -* #$ '" /!) $) 6 -"-%#5) +)
p = 0

, %"*-*!)'# !% �&-85)� & !' $# /!#%*-*(+) 2  !6)2 )%* : G% )F)* $)" '(#$-"#*- %" *9&-/!)" +! &' ,)""!"
p(t)

#-%"- +(X%-)"  %* $ .#$3$!') + %%() +#%" $# X5!') T :	 :
p(t)

#,, 2&$-* +)" "#!*" #$(#* -')" < 2 #-" "-
p(t)

#**)-%* $)& )*-* 6 -"-%#5) +) W(' 
I0 = [−p0, p0]

$)" *)2&" +) '("-+)%,) )%*') +)" "#!*" , %"(,!*-V"
τ1, τ2, τ3, . . .

+#%" ,)* -%*)'6#$$) )E,8+)%* +) G )#!, !& $) *)2&" + .#**)%*) /! . %  G")'6))%*') +)!E "#!*" $ '"/!)
p(t)

)"* 1 '" +) ,)* -%*)'6#$$) : 0) &1(% 2 8%) )"* %#*!')$$)2 )%*+� < ")$ % $ .G/ : MT :O NP Q < I $# V '*) "!&&')""- % +! *#!E +) *'#%"-*- % #! 6 -"-%#5) +)
p = 0

:
@% & )!* #$ '" " .-%*(')"")' I $# "*#*-"*-/!) +)" *)2&" +) '("-+)%,) $ '"/!)

p(t)
#&&#'*-)%* I

I0
M,V : 
 -5 : T :	Q :

p(t)

p0

−p0

I0
t

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5

� ! " T :	 # $ b*ch[a[^^bd b�` ]f^bc b` ^`f`[^`[�_b ab^ `bde^ ab c�^[ab�gb i
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0 22)
Γ(p)dt

)"* $# &' G#G-$-*( +) /!-**)'
p
+#%" $) *)2&" -%X%-*("-2 #$

dt
< $# &' G#G-$-*(/!)

p(t)
+)2 )!') , %"*#%* (5#$ I

p
& )%+#%* $) *)2&"

τ
)%*') +)!E "#!*" )"*

Π(p, τ) = Γ(p)e−Γ(p)τ ,
MT :O NFQ

/!#%*-*( /! .-$ V#!* )%, ') 2  9)%%)' "!' * !*)" $)" '(#$-"#*- %" &  ""-G $)" +! &' ,)""!" : >$ )"*'#-" %%#G$) +) "!&& ")' /!) $)" 6#$)!'" +)
p

" %* (/!-+-"*'-G!()" +#%"
I0

: J# +-"*'-G!*- %+! *)2&" &#""( )%*') +)!E "#!*" +#%"
I0

)"* #$ '"
P (τ) =

1

2p0

∫ p0

−p0
dpΠ(p, τ) =

1

2p0

∫ p0

−p0
dpΓ(p)e−Γ(p)τ .

MT :O NHQ
G% !*-$-"#%* $) , 2&  '*)2 )%* +) $ .G/ : MT :O NP Q < &!-" V#-"#%* $) ,1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$)

u =
γp2τ

<  %  G*-)%* $ .)E&')""- % #"92&* *-/!)
P (τ)

τ→∞' γ

2p0

∫ p0

−p0
dp p2e−γp

2τ τ→∞' 1

2p0

√
π

γ

1

τ3/2
.

MT :O NJQ
L-  % , %"-+8') $) *)2&" +) '("-+)%,) * *#$

τ(n) =
∑n

i=1 τi
+#%"

I0
<  % 6 -* /!)

τ(n)
)"*!% &' ,)""!" +) J(69 + %* $)" -%,'(2 )%*" " %* +-"*'-G!(" &#' $# $ - $#'5) +) $ .G/ : MT :O NJQ, '')"&  %+#%* I $# 6#$)!'

µ = 1/2
: � !" "#6 %" ")$ % $ .G/ : MT :N�	Q /!) $) *)2&" +) '("-+)%,)* *#$ + .!% #* 2 ) +#%"

I0
,' �* , 22 )

τ(n) ' n2 : 0) *)2&" + -* )%, ') U*') , 2&#'( I ,)$! -/!)
p(t)

&#"") I V#-') +)" )E,!'"- %" 1 '" +)
I0

: L- ,) +)'%-)' # !%) ,' -""#%,) -%V('-)!')
n2 < % &  !''# , %,$!') /!) $# 2 #�  '-*( +)" #* 2 )" #**)-%+'# $ .(*#* +) /!#"- ')&  "

p ∈ I0
M")')&  '*)' I �N� &  !' !%) +-",!""- % +) ,)" &  -%*"Q :
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J)" (/!#*- %" 2 #�*')"")" " %* !%) #!*') "& (,-#$-"#*- % +)" ')$#*- %" +) 01#&2 #%34 $32  5 ' 6 /!- " .#&&$-/!) #! ,#" + .!% &' ,)""!" +) /0+1,2 3,4 ,5 6). I 6#$)!'" ?@C-+67.C % *(
n(t)

M-$ " .#5-* + .!% ,#" +-F (')%* +! 2  !6)2 )%* G' H%-)% /!- (*#-* , %"-+('( , 22) , %*-%! Q :
�#' )E)2&$) <

n(t)
& )!* ')&'(")%*)' $) % 2G') +) &#'*-,!$)" #! *)2&"

t
M&1 * %" < % 9#!E'#+- #,*-V" < 2  $(,!$)" +#%" !%) '(#,*- % ,1-2 -/!)Q < $) % 2G') +) & )'" %%)" +#%" !%) X $)+ .#**)%*)  ! )%, ') $) % 2G') +) & )'" %%)" -%V),*()" &#' !%) 2 #$#+-) M2  +8$)" + .(&-+(2 -)Q <)*, :; .!%) 2 #%-8') 5(%('#$) < $) "9"*82 ) & ""8+) !% )%")2G$) + .(*#*"

Σ
+-"*-%5!(" &#' !%)-%+)E#*- % #&&' &'-() M&#' )E)2&$) < , %X5!'#*- %" +) &#'*-,!$)"  ! +) "&-%" "!' !% '(3")#! < (*#*" &' &')" + .!% "9"*82 ) /!#%*-/!)Q : ; #%" $# "!-*) <  % #+ &*)'# )%, ') $# % *#*- %5(%('-/!)

n
&  !' $ .-%+)E#*- % +) ,)" (*#*" )*

n(t)
&  !' $) &' ,)""!" , '')"&  %+#%* :

0

1

2

3

4

5

n(t)

t

� ! " P :N # $ bec�^b�`f`[h� a �_� echgb^^_^ a[^gcb`
n(t) i $ bd fc�_h�^ �_b �h_^ � �b�g]_h� ^ ef^ ] �b� [^`b�gba �[�gc�db�`^ ab e]_^ a �_�b _� [`� gfcfg`�c[^�^ efc _� `bde^

ti
`b] �_b

|n(ti) − n(ti−1)| > 1i
� �
 � ��������� �� � ��������� � ��������

� !" , %"-+(' %" !% &' ,)""!" +) = #'7 6 1 2  58%) "!' !% )%")2G$) + .(*#*"
Σ

-%+)E("&#'
n
: � !" &' &  " %" + .(*#G$-' !%) (/!#*- % +-F (')%*-)$$) < #&& )$() =;B07@,) 4 0�7+.CC.< /!-

� N
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'(5-* $# &' G#G-$-*( +) *'#%"-*- %
P (n1|n2, t)

+! &' ,)""!" #6),
P (n1|n2, t = 0) = δn1,n2

:J .19&  *18") +) G#") )"* ,)$$) +) $ .)E -"*)%,) + .!% 70B: ?. 7+0)C@7@,) W(n1|n2)
+)

n1
I
n2

<
n1 6= n2

< +(X%- &#'
W(n1|n2) = lim

t→0

P (n1|n2, t)

t
=

∂

∂t
P (n1|n2, t)

∣∣∣∣
t=0

.
MP :NQ

0) *#!E + %%) $# &' G#G-$-*( &#' !%-*( +) *)2&" + .#6 -' !%) *'#%"-*- % +) $ .(*#*
n1

I
n2

:
� -%"- $ '"/!)

n1 6= n2
)*
t→ 0

<
P (n1|n2, t) = W(n1, n2) t+ o(t).

MP :OQ
� !' +('-6)' $)" (/!#*- %" 2 #�*')"")" < , %"*#* %" + .#G  '+ /!)

P (n1|n2,∆t) =

{ &' G#G-$-*( +) ')"*)' )%
n1

+!'#%*
∆t

"-
n1 = n2

} MP :TQ
)*

P (n1|n2,∆t) =

{ &' G#G-$-*( + .#''-6)' )%
n2

+!'#%*
∆t

)% &#'*#%* +)
n1

"-
n1 6= n2

} MP :P Q
@ '

{ &' G#G-$-*( +) ')"*)' )%
n1

+!'#%*
∆t

"-
n1 = n2

}
=

{
1 −

&' G#G-$-*( +) &#'*-'+)
n1

+!'#%*
∆t

}

n1=n2

=
(
1 −

∑

n2∈Σ
n1 6=n2

W(n1|n2)∆t
)
δn1,n2,

MP :FQ
)* R

{ &' G#G-$-*( + .#''-6)' )%
n2

+!'#%*
∆t

)% &#'*#%* +)
n1

"-
n1 6= n2

}
= W(n1|n2)∆t (1 − δn1,n2).

MP :HQ
>%*' +!-"#%* $# &' G#G-$-*(

a(n1)
+) /!-**)'

n1
&#' !%-*( +) *)2&"

a(n1) =
∑

n2∈Σ
n1 6=n2

W(n1|n2),
MP :JQ

 % & )!* (,'-') #6), MP :FQ )* MP :HQ
P (n1|n2,∆t) = (1 − a(n1)∆t)δn1,n2 + (1 − δn1,n2)W(n1|n2)∆t.

MP :�Q
�!-"/!) $) &' ,)""!" )"* +) = #'7 6 < $)" (/!#*- %" +) 01#&2 #%34 $2  5 ' 6 +#%" $) ,#"+-",')* + %%)%*
P (n1|n3, t+ ∆t) =

∑

n2∈Σ

P (n1|n2, t)P (n2, t|n3, t+ ∆t)︸ ︷︷ ︸
=P (n2|n3+∆t)

(4.8)
=

∑

n2∈Σ

P (n1|n2, t)
(
(1 − a(n2)∆t)δn2,n3 + (1 − δn2,n3)W(n2|n3)∆t

)

= P (n1|n3, t) − P (n1|n3, t)a(n3)∆t+
∑

n2∈Σ
n2 6=n3

P (n1|n2, t)W(n2|n3)∆t

(4.7)
= P (n1|n3, t) − P (n1|n3, t)

∑

n2∈Σ
n2 6=n3

W(n3|n2)∆t+
∑

n2∈Σ
n2 6=n3

P (n1|n2, t)W(n2|n3)∆t,

Y�g[ b` af�^ ]f ^_ [`b h� hd b` a ��gc[cb ]b `bcd b
o(∆t)

�_[ `b�a �bc^ � e]_^ � [`b �_b
∆t \ ]hc^�_b ∆t→ 0 i
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+ . E )% '( '+ %%#%* $)" *)'2 )" )% &')%#%* $# $-2 -*)

∆t→ 0

lim
∆t→0

P (n1|n3, t+ ∆t) − P (n1|n3, t)

∆t︸ ︷︷ ︸
= ∂

∂t
P (n1|n3,t)

=
∑

n2∈Σ
n2 6=n3

(
P (n1|n2, t)W(n2|n3)−P (n1|n3, t)W(n3|n2)

)
.

MP :	Q
@% , %"*#*) /!) $) *)'2 )

n2 = n3
+) $# " 22 ) MP :	Q " .#%%!$) < ,) /!- & )'2 )* + . 2 )**')$# ')"*'-,*- %

n2 6= n3
:
 L- $)" , %+-*- %" -% -*-#$)" " %* #$(#* -')" #6), +-"*'-G!*- %

P0(n0)
<

P (n, t) =
∑

n0∈Σ P0(n0)P (n0|n, t)
< #6),

P (n, t = 0) = P0(n)
< "#*-"V#-* )%, ') I MP :	Q &#'$-%(#'-*( :

@%  2 )* +(" '2 #-" +) % *)' )E&$-,-*)2 )%* $# , %+-*- % -%-*-#$) "- G -)% /!) $ .(/!#*- %2 #�*')"") " .(,'-*
∂

∂t
P (n, t) =

∑

n′∈Σ

(
P (n′, t)W(n′|n) − P (n, t)W(n|n′)

)
,

MP :N�Q
#6),

P (n, t = 0) = P0(n).
MP :NNQ

J) &')2 -)' *)'2 ) +! 2 )2G') +) +' -*) +) MP :N�Q ')&'(")%*) !% *)'2 ) +) 5#-% &  !' $ .(*#*
n
< *#%+-" /!) $) "), %+ 2 )2G') !%) & )'*) &  !' $ .(*#*

n
: � $!" &'(,-"(2 )%* < $)" (/!#*- %"2 #�*')"")" *'#+!-")%* $) V#-* -%*!-*-V "! -6#%* : G% *)'2 )" +) &' G#G-$-*(" < $) 5#-% &#' !%-*( +)*)2&" +) $ .(*#*

n
&' 6-)%* +)" *'#%"-*- %" +) * !" $)" (*#*"

n′
< + %* $# &' G#G-$-*( + . ,,!&#3*- % )"*

P (n′, t)
< 6)'" $ .(*#*

n
)* ,),- #6), *#!E +) *'#%"-*- % W(n′|n)

: �#' , %*') < $ .(*#*
n") �+(& )!&$) � &' &  '*- %%)$$)2 )%* I "# &' G#G-$-*( + . ,,!&#*- % 2!$*-& $-() &#' $) *#!E +)*'#%"-*- % 6)'" ,1#,!% +)" #!*')" (*#*"

n′
:
W(n|n′)

n′n

W(n′|n)

� ! " P :O # ��`bcec�`f`[h� ab^ ��_f`[h�^ d f�`cb^^b^ i �b `f_� ab `cf� ^[`[h�
W(n|n′)

b��b�acb _�b e bc`b
−P (n, t)�n′∈Σ W(n|n′)

ab ] ��`f`
n \ `f�a[^ �_b W(n|n′)

b^` ]f gf_^b a �_� �f[� �n′∈Σ P (n′, t)W(n′|n)
ab] ��`f`

n i
L- $) &' ,)""!" )"* C 707@,))0@+.< #$ '" -$ )E -"*) !%) +-"*'-G!*- %

P s(n)
*)$$) /!) &  !' * !**)2&"

t ∑

n′∈Σ

(
P s(n′)W(n′|n) − P s(n)W(n|n′)

)
= 0.

MP :NOQ
�% ($(2 )%* -2&  '*#%* +) $# *1( '-) )"* $# '),1)',1) )* $# +-",!""- % +)" &' &'-(*(" +)$ .(*#* "*#*- %%#-') < " .-$ )E -"*) : 0) &  -%* ")'# ')&'-" $# "),*- % P :T :
�
�
� eb_` f]hc^ f^^[��bc �

W(n|n)
_�b �f]b_c fc& [`cf[cb i
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L!&&  " %" /! .-$ " -* &  ""-G $) +) ,$#"")' $)" (*#*" +#%"
Σ

")$ % !% ,)'*#-%  '+') $-%(#-') :
@% % *) #$ '"

n+1
)*
n−1

$)" +)!E (*#*" 6 -"-%" +)
n
: J .)E -"*)%,) + .!% *)$  '+') )"* (6-+)%*"-

n ∈ � ')&'(")%*) !% % 2G') +) &#'*-,!$)"  ! + .-%+-6 -+!" : @% #&& )$$) &' ,)""!" �I !%&#" �  ! �G-'*1 #%+ +)#*1 � $# "-*!#*- %  E -$ % .9 # *'#%"-*- % /! .)%*') (*#*" 6 -"-%" +#%" !%*)2&" -%X%-*("-2 #$ : 0),- " .)E&'-2 ) &#' $) V#-* /!) $)" *#!E +) *'#%"-*- % " %* *)$" /!)
W(n|n′) = 0, n′ 6= n± 1.

MP :NTQ
L- &#' )E)2&$)

n
+(,'-* !%) &  &!$#*- % < ,)**) , %+-*- % *'#+!-* $) V#-* /!) $ '"/!)

∆t→ 0
< $#&' G#G-$-*( /!) ,)**) &  &!$#*- % " .#,,' -"")  ! +-2 -%!) +) &$!"-)!'" -%+-6 -+!" "-2!$*#%(2 )%*)"* %(5$-5)#G$) :

@% % *) +(" '2 #-" W(n|n+1) = gn
< W(n|n−1) = rn

)*
P (n, t) = Pn(t)

: J)" (/!#*- %"2 #�*')"")" &')%%)%* #$ '" $# V '2 )
∂

∂t
Pn(t) = gn−1Pn−1(t) + rn+1Pn+1(t) − (gn + rn)Pn(t).

MP :NP Q
J)" +)!E &')2 -)'" *)'2 )" +! 2 )2G') +) +' -*) +) MP :NP Q ')&'(")%*)%* !% 5#-% &  !'$ .(*#*
n
< *#%+-" /!) $) *' -"-82 ) *)'2 ) )"* !%) & )'*) &  !' $ .(*#*

n
:

. . . . . .n− 1 n n+ 1

gn−1 gn

rn rn+1

� ! " P :T # �f `cf�^[`[h� b�`cb ab_� �`f`^ a �_� echgb^^_^ � _� ef^ �b ^b *f[` �_ �b�`cb e]_^ echg�b^ �h[^[�^ \� gf_^b ab ]f cb^`c[g`[h�
W(n|n′) = 0 ∀n′ 6= n ± 1i �� �h`b efc

gn

]b �f[� \ g �b^`���a[cb ] �[�gc�db�` a �_�b_� [`� a_ echgb^^_^ ^`hg�f^`[�_b ^fg�f�` �_b ] ��`f` [� [` [f] b^`
n \ b` efc rn

]f e bc`b \ g �b^`���a[cb ]b a�gc�db�`a �_�b _� [`� i
� �� ��� ���������

@% #+2 )**'# /!) * !" $)" )E)2&$)" +) ,)**) "),*- % & )!6)%* U*') *'#-*(" +#%" $) ,#+')+)" &' ,)""!" �G-'*1 #%+ +)#*1 � :
��!���! � ���� !""#" $! ���""�� ' @% "!&& ") /!) +)" (6(%)2 )%*" ") &' +!-")%*-%+(& )%+#22)%* #! , !'" +! *)2&" #6), $# 2 U2 ) &' G#G-$-*( < )*  % (*!+-) $) &' ,)""!"
n(t) ∈ � = {0, 1, 2, . . .} /!- )"* $) % 2G') + .(6(%)2 )%*" "!'6)%!" �!"/! .#! *)2&"

t
: �#')E)2&$) <

n(t)
& )!* ')&'(")%*)' $# $ %5!)!' + .!%) X $) + .#**)%*) : @% "!&&  ") +) &$!" /!) $)"-%,'(2 )%*" +)
n(t)

%) ") V %* /!) + .!%) !%-*( #! 2 #E -2!2 &#' !%-*( +) *)2&" : � -%"- < -$" .#5-* + .!% &' ,)""!" I !% &#" < ,' -""#%* : >$ )"* ,#'#,*('-"( &#'
{
gn = α,

rn = 0.

MP :NFQ
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J .(/!#*- % 2 #�*')"") ") '(+!-* I
∂

∂t
Pn(t) = α(Pn−1(t) − Pn(t)).

MP :NHQ
@% 6('-X) V#,-$)2 )%* /!)

Pn(t) =
(αt)n

n!
e−αt

MP :NJQ
)"* " $!*- % +) MP :NHQ < #6),

Pn(t = 0) = δn,0
: MP :NJQ )"* $# ?@C 7+@<B 7@,) ?. C ,@CC,) : 0 .)"* $) ,#"&#'*-,!$-)'

β = 0
+) $# 2 #',1) #$(#* -') #"92 (*'-/!) *'#-*( &$!" )% +(*#-$ +#%" $ .)E)2&$) O : �

��!���! � �� �� 	! ��������! �"�� �����#! !� �!��"  �����# ' L -*
n(t)

$# &  "-*- %+ .!%) &#'*-,!$) "!' !% '(")#! � < " -)%*
gn = α

)*
rn = β ∀n $)" &' G#G-$-*(" !%-V '2 )" + .#$$)'I +' -*)  ! I 5#!,1) ')"& ),*-6)2 )%* < #$ '" $ .(/!#*- % 2 #�*')"") +) $# 2 #',1) #$(#* -') )%*)2&" , %*-%! )"*

∂

∂t
Pn(t) = αPn−1(t) + βPn+1(t) − (α+ β)Pn(t).

MP :N�Q
0)**) (/!#*- % 2 #�*')"") & )!* U*') '(" $!) &#' $# 2 (*1 +) +) $# V %,*- % 5(%('#*'-,)�

G(z, t) =
∑

n∈�
znPn(t).

MP :N	Q
�#' , %"(/!)%*

Pn(t)
)"* %#*!')$$)2 )%* + %%( &#' $) , )� ,-)%* +! *)'2 )

zn
+#%" $) +(6)3$ && )2 )%* +) J#!')%* +)

G(z, t)
: J .(/!#*- % , '')"&  %+#%*) &  !' $# V %,*- % 5(%('#*'-,)

G(z, t)
)"*
∂

∂t
G(z, t) =

∑

n∈�
zn

∂

∂t
Pn(t)

(4.18)
= α

∑

n∈�
znPn−1(t)︸ ︷︷ ︸

=zzn−1Pn−1(t)

+β
∑

n∈�
znPn+1(t)︸ ︷︷ ︸

= 1
z
zn+1Pn+1(t)

−(α+ β)
∑

n∈�
znPn(t)

︸ ︷︷ ︸
=G(z,t)

=

(
αz +

β

z
− α− β

)
G(z, t).

MP :O�Q
� !' +(*)'2 -%)' !%) " $!*- % < -$ V#!* )%, ') XE)' !%) , %+-*- % -%-*-#$) : L- $# &#'*-,!$) ")*' !6) #6), ,)'*-*!+) #! "-*)

n1
)%
t = 0

< $# &' G#G-$-*( +) *'#%"-*- %
P (n1|n, t)

+! &' ,)""!""#*-"V#-* I
P (n1|n, t = 0) = δn1,n

< ,) /!- , '')"&  %+ I
G(z, t = 0) =

∑

n∈�
znδn,n1 = zn1 .

MP :O NQ
@% )% , %,$!* /!) $# V %,*- % 5(%('#*'-,) , '')"&  %+#%*) )"*

G(z, t) = zn1e(αz+
β
z
−α−β)t.

MP :OOQ
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β = 0

' G% V#-"#%* $) +(6)$ && )2 )%* +) J#!')%* +) $#V %,*- % 5(%('#*'-,) MP :OOQ <  % *' !6)
P (0|n, t) = e−αt

(αt)n

n!
= W (n, t),

MP :OTQ
P (n1|n2, t) =

{
e−αt (αt)n2−n1

(n2−n1)!
, n2 ≥ n1,

0, n2 < n1.

MP :OP Q
>$ )"* V#,-$) +) 6('-X)' /!)

W (n, t)
)*
P (n1|n2, t)

+(X%-"")%* !% &' ,)""!" +) = #'7 6 1 2  358%) /!- )"* $) &' ,)""!" +) � -"" % :
��" �����!� !�� "�� �����#! �

α = β = 1
' L!&&  "#%* $# &#'*-,!$) -% -*-#$)2 )%* I $ . '-35-%) <  % # +) MP :OOQ

G(z, t) = e−2te(z+
1
z )t.

MP :OFQ
@ '

e(z+1/z) t/2 )"* $# V %,*- % 5(%('#*'-,) +)" V %,*- %" +) � )"")$ 2  +-X()"
In(t)

�

e(z+1/z) t/2 =
∞∑

n=−∞
znIn(t).

MP :OHQ
@% )% +(+!-*

P (0|n, t) = e−2t In(2t),
MP :OJQ

)*  % #
P (0|n, t) = P (0| − n, t)

)% , %"(/!)%,) +) $# "92 (*'-)
G(z, t) = G(1/z, t)

:
In(t)

#$) +(6)$ && )2 )%* )% "('-) M/!) $ . % & )!* *-')' +) MP :OHQQ
In(t) =

∞∑

k=0

(
t
2

)2k+n

k!(k + n)!
, n ≥ 0,

MP :O�Q
+ . E

P (0|n, t) � tn

n!
, t→ 0.

MP :O	Q
;! , 2& '*)2 )%*

In(t) � et√
2πt
, t→ ∞ <  % +(+!-*
P (0|n, t) � 1√

4πt
, t→ ∞.

MP :T�Q
J# &' G#G-$-*( + . ,,!&#*- % + .!% "-*) /!)$, %/!)

n
*)%+ 6)'" � $ '"/!)

t→ ∞ � $# &#'*-,!$)" .(,1#&& ) + %, I $ .-%X%- : �

��!���! � ���"����
������ ��$��� ��D! ' L -*
n(t)

$# &  &!$#*- % +) % 9#!E '#+- #,3*-V" <
n ∈ � : >$ " .#5-* + .!% 2  +8$) +) & )'*) !%-/!)2 )%* #6),

gn = 0
: L-

γ
)"* $) *#!E +)+("-%*(5'#*- % &  !' !% % 9#! < )* /!) $)" % 9#!E ") +("-%*85')%* -%+(& )%+#22)%* $)" !%"+)" #!*')" <  % #

rn = γn
: J .(/!#*- % 2 #�*')"") +! &' ,)""!" )"*
∂

∂t
Pn(t) = γ(n+ 1)Pn+1(t) − γnPn(t).

MP :T NQ
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0)**) (/!#*- % 2 #�*')"") & )!* (5#$)2 )%* U*') '(" $!) &#' $# 2 (*1 +) +) $# V %,*- % 5(3%('#*'-,) MP :N	Q < )% (*#G$-""#%* !%) (/!#*- % +-F (')%*-)$$) &  !'
G(z, t)

#6), !%) , %+-*- %-%-*-#$) #&&' &'-() I
Pn(0)

: J # V %,*- % 5(%('#*'-,)
G(z, t)

"#*-"V#-* I
∂

∂t
G(z, t) = γ

( ∞∑

n=0

(n+ 1)znPn+1(t) −
∞∑

n=0

nznPn(t)

)

= γ(1 − z)
∂

∂z
G(z, t).

MP :TOQ
J# " $!*- % 5(%('#$) +) MP :TOQ )"* !%) , 2G-%#-" % $-%(#-')

G(z, t) =

∞∑

n=0

an
(
(z − 1)e−γt

)n
.

MP :TTQ
J# " $!*- % &#'*-,!$-8') , '')"&  %+#%* I

Pn(t = 0) = δn,n0

, .)"*3I3+-')
G(z, t = 0) = zn0

<)"* + %%() &#'
Gn0(z, t) =

(
(z − 1)e−γt + 1

)n0

=
(
ze−γt +

(
1 − e−γt

))n0

=

n0∑

n=0

(
n0

n

)
zne−γtn

(
1 − e−γt

)n0−n .
MP :TP Q

@% )% +(+!-* $# &' G#G-$-*(
P (n0|n, t) =

(
n0

n

)
e−γtn

(
1 − e−γt

)n0−n , n ≤ n0,
MP :TFQ

+) *' !6)'
n

% 9#!E #! *)2&"
t
"- $# &  &!$#*- % -%-*-#$) (*#-* (5#$) I

n0
: �

��!���! � ���#�����! $!" �	����" !� $! �� � �����! ' L -*
n(t)

$) % 2G') +) &1 * %"+#%" !%) )%,)-%*) #! *)2&"
t
<
n(t) ∈ � : @% "!&& ") /!) ,)" &1 * %" " %* 2  % ,1' 2 #*-/!)")* -%*)'#5-"")%* #6), +)" #* 2 )" /!-  %* O %-6)#!E (%)'5(*-/!)"

E1
)*
E2

: J# , %")'6#*- %+) $ .(%)'5-) ')/!-)'*
E1 − E2 = ~ω

<  E
ω

)"* $# V'(/!)%,) +! &1 * % : J)" 2 (,#%-"2 )" +)5#-% )* +) & )'*) " %* +!" I $ .(2 -""- % )* $ .#G" '&*- % +)" &1 * %" :J) 7.+4 . ?. 5 0@) )"*
gn = λn+ λ = λ(n + 1),

MP :THQ
#6),

λn
*'#+!-"#%* $ .(2 -""- % -%+!-*) )*

λ
$ .(2 -""- % "&  %*#%() :J) 7.+4 . ?. * .+7. )"*

rn = µn,
MP :TJQ

/!- +(,'-* $ .#G" '&*- % &#' $ .#* 2 ) : @% "!&&  ") +) &$!" /!) $)" #* 2 )" (2 )**)%* )* #G" 'G )%*-%+(& )%+#22)%* $)" !%" +)" #!*')" < + %,
λ = γNE1, µ = γNE2 ,

MP :T�Q
 E

NE1

)*
NE2

" %* $)" &  &!$#*- %" #* 2 -/!)" +)" %-6)#!E
E1

)*
E2

:
γ

)"* $# &' G#G-$-*(&#' !%-*( +) *)2&" + .(2 -""- %  ! + .#G" '&*- % &#' #* 2 ) < 5'#%+)!' /!- + -* U*') ,#$,!$()
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(2 -""- % #G" '&*- %
E1

E2

~ω

E1

E2

~ω

*'#%"-*- %
gn

�
n→ n+ 1

*'#%"-*- %
rn

�
n→ n− 1

� ! " P :P # �b^ e�h`h�^ �d [^ efc ]b^ f`hd b^ gh� ^`[`_b�` _� �f[� eh_c ]b ^�^`
db ab e�h`h� ^
n → n + 1 \`f�a[^ �_b gb_� f&^hc& �^ _�b e bc`b

n→ n− 1 i
&#' $# 2 (,#%-/!) /!#%*-/!) :� J .(/!#*- % 2 #�*')"") )"* + %,

∂

∂t
Pn(t) = λnPn−1(t) + µ(n+ 1)Pn+1(t) − ((µ+ λ)n+ λ)Pn(t).

MP :T	Q
G% '(#$-*( <  % +)6'#-* *)%-' , 2&*) /!) $)" &  &!$#*- %" #* 2 -/!)"

NE1

)*
NE2

" %* #!""-#$(#* -')" #! , !'" +! *)2&" : ; #%" ,) *'#-*)2 )%*  % %(5$-5) $)" �!,*!#*- %"
∆NEi

+) ,)"&  &!$#*- %" < "- G -)% /!)
NEi

')&'(")%*)%* $)" &  &!$#*- %" 2  9)%%)" #! , !'" +! *)2&" : L-+) &$!"  % %) " .-%*(')"") /! .I !%) " $!*- % "*#*- %%#-') < ,)" &  &!$#*- %" #* 2 -/!)" 2  9)%%)"")' %* , %"*#%*)" : ; #%" ,)" , %+-*- %" <
λ

)*
µ

" %* +)" , %"*#%*)" )* $# " $!*- % "*#*- %%#-')
P sn

)"* + %%() &#'
P sn = C

(
λ

µ

)n
,

MP :P�Q
#6),

C ∈ � !%) , %"*#%*) +) % '2 #$-"#*- % : G% )F)* < )% -%"('#%* MP :P�Q +#%" $ .(/!#*- %2 #�*')"") MP :T	Q  % #
λn

(
λ

µ

)n−1

+ µ(n+ 1)

(
λ

µ

)n+1

− ((µ+ λ)n+ λ)

(
λ

µ

)n

= n
λn

µn−1
+ (n+ 1)

λn+1

µn
− (n+ 1)

λn+1

µn
− n

λn

µn−1

= 0.
MP :P NQ

L!&&  " %" /!) ,)**) " $!*- % "*#*- %%#-') , '')"&  %+) I $ .(/!-$-G') *1)'2 -/!) +)" #* 2 )")* +)" &1 * %" : @% + -* #$ '" #6 -' )% 6)'*! +) $# "*#*-"*-/!) +) � $*W2 #%%
λ

µ

(4.38)
=

NE1

NE2

= e−β(E1−E2) = e−β~ω.
MP :POQ

� -%"- MP :POQ +#%" MP :P�Q + %%)
P sn = Ce−β~ωn,

MP :PTQ
,) /!- & )'2 )* +) +(*)'2 -%)' $# , %"*#%*) +) % '2 #$-"#*- %

C
#6), $# , %+-*- % ∑∞

n=0 P
s
n = 1

:
G% !*-$-"#%* $# "('-) 5( 2 (*'-/!)

C = 1 − e−β~ω,
MP :PP Q
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)* &#' -%")'*- % +) MP :PP Q +#%" MP :PTQ
P sn =

(
1 − e−β~ω

)
e−β~ωn.

MP :PFQ
J# 6#$)!' 2  9)%%) 〈n〉s

+! % 2G') +) &1 * %"
n

+#%" $ .(*#* "*#*- %%#-') )"* + %%() &#'
〈n〉s =

∞∑

n=0

nP sn

=
(
1 − e−β~ω

) ∂

∂(−β~ω)

∞∑

n=0

e−β~ωn

=
1

eβ~ω − 1
,

MP :PHQ
,) /!- )"* G-)% $# +-"*'-G!*- % *1)'2 -/!) + .!%  ",-$$#*)!' 1#'2  %-/!) /!#%*-/!) M"*#*-"*-/!)+) � ")3G -%"*)-% Q : J .)F )* &!')2 )%* /!#%*-/!) + .(2 -""- % "&  %*#%()

λ
+#%" MP :THQ )"* #G" 3$!2 )%* %(,)""#-') &  !' ')*' !6)' $# "*#*-"*-/!) +) � ")3G -%"*)-% +)" &1 * %" < , 22 ) $ .#6#-*+(� I % *( G -%"*)-% : �

��!���! � �� �� ����  	 �� ��#!' @% , %"-+8') $# '(#,*- %
A

γ
�

γ′
B

#6), *#!E +) '(#,*- %
γ

)*
γ′

< )* $) &' ,)""!"
n(t) = nB(t) ∈ � $) % 2G') +) &#'*-,!$)" +) $ .)"& 8,)

B
: @% "!&& ")/! . % )"* ,#&#G$) +) 2 #-%*)%-' $) % 2G') +) &#'*-,!$)"

nA(t)
+) $ .)"& 8,)

A
I !%) 6#$)!', %"*#%*)

nA(t) = nA
M&#' )E)2&$) &#' !% �!E +) *)$$)" &#'*-,!$)" /!- , 2&)%") $)!'6#'-#*- %  ,,#"- %%() &#' $# '(#,*- %

A � B
Q : @% # #$ '"

gn = γnA
$) *#!E +) 5#-% +)2  $(,!$)"

B
< )*

rn = γ′n
$) *#!E +) +-2 -%!*- % +! % 2G') +) 2  $(,!$)"

B
: J .(/!#*- %2 #�*')"") )"*

∂

∂t
Pn(t) = γ nAPn−1(t) + γ′(n+ 1)Pn+1(t) − (γ nA + γ′n)Pn(t).

MP :PJQ
@% " .-%*(')"") #! '(5-2 ) "*#*- %%#-') )*  % *' !6) #$ '" $# +-"*'-G!*- % +) � -"" %

P sn =
λn

n!
e−λ, λ =

γ

γ′
nA.

MP :P�Q
G% -%"('#%* MP :P�Q +#%" MP :PJQ  % 6('-X) )% )F)*

γ nA
λn−1

(n− 1)!
e−λ + γ′(n+ 1)

λn+1

(n + 1)!
e−λ − (γ nA + γ′n)

λn

n!
e−λ = 0,

MP :P	Q
" -*

λn

n!
e−λ(λγ′ − γ nA) +

λn−1

(n− 1)!
e−λ(γ nA − λγ′) = 0,

MP :F�Q
,) /!- -2&  ") $# 6#$)!'

λ = γ
γ′nA

< /!- )"* $) % 2G') 2  9)% +) &#'*-,!$)"
B

: J# &' +!,*- %+) $ .)"& 8,)
B

)"* #-%"- + .#!*#%* &$!" ($)6() /!)
γ/γ′

)"* 5'#%+ < !% '("!$*#* -%*!-*-6)2 )%*(6-+)%* : �
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��!���! � ���#����� $! � ���	#"��!�	# �"� ' @% , %"-+8') !%) &  &!$#*- % +)
n-%+-6 -+!"

n = 0, 1, 2, . . .
 ,,!&#%* !% *)''-* -')

Ω
: 01#/!) -%+-6-+! # !%) &' G#G-$-*( &#'!%-*( +) *)2&"

α
+) 2  !'-' )*

β
+) ") ')&' +!-') : ; ) &$!" < I ,#!") +) $# , 2& (*-*- % <,1#/!) -%+-6-+! # !%) &' G#G-$-*( "!&&$(2 )%*#-') +) 2  !'-' M&#' !%-*( +) *)2&"Q (5#$) I

γ(n− 1)
< &' &  '*- %%)$$) #! % 2G') +)" #!*')" -%+-6 -+!" )% &'(")%,) : J .(/!#*- % 2 #�*')"")

�G-'*1 #%+ +)#*1 � )"* +(X%-) &#' $)" *#!E +) & )'*) )* +) 5#-%
rn

)*
gn

&' &  '*- %%)$" #!% 2G') + .-%+-6 -+!" &'(")%*" +#%" $ .(*#*
n
< " -*

rn = αn + γn(n− 1),
MP :F NQ

gn = βn,
MP :FOQ

+ . E $ .(/!#*- % 2 #�*')"") +! "9"*82 )
∂

∂t
Pn(t) = β(n−1)Pn−1(t)+(α(n + 1) + γn(n+ 1))Pn+1(t)−((β + α)n + γn(n− 1))Pn(t).MP :FTQ0)**) (/!#*- % )"* +-� ,-$) I '(" !+') I ,#!") +! ,#'#,*8') % % $-%(#-') +! *#!E

rn
: ; #%"$# $-2 -*)  E $) *)''-* -')

Ω
)"* *'8" (*)%+! <  % & )!* G (%(X,-)' +) ,) 5'#%+ &#'#2 8*') &  !'V#-') !%) (*!+) #"92&* *-/!) +) MP :FTQ :

@% 6# (*#G$-' !%) (/!#*- % +-F (')%*-)$$) &  !' $# +)%"-*( +) &  &!$#*- % )* $)" �!,*!#*- %"+) &  &!$#*- % )% ") G#"#%* "!' MP :FTQ : J# &  &!$#*- %  ,,!&#%* !% *)''-* -')
Ω

)"* )E *)%"-6) <+ %, "- 〈n(t)〉 )"* $# &  &!$#*- % 2  9)%%) #! *)2&"
t
+#%" $) *)''-* -') <

lim
Ω→∞

〈n(t)〉
Ω

= ρ(t)
MP :FPQ

+(X%-* $# +)%"-*( +) &  &!$#*- % #! *)2&"
t
: @% & )!* , %"-+(')' )%"!-*) $)" �!,*!#*- %" +)$# &  &!$#*- % +#%"

Ω
#!* !' +) $# 6#$)!' 2  9)%%)

ρ(t)Ω

√
〈(n(t) − ρ(t)Ω)2〉 = O

(√
Ω
)
,

MP :FFQ
)*  % # #+2 -" /!) ,)**) /!#%*-*( )"* +) $ . '+') √

Ω
M&#' #%#$ 5-) #6), $)" �!,*!#*- %"*1)'2  +9%#2 -/!)" + .(/!-$-G')Q : � )2 #'/! %" /!) +#%" ,)**) "-*!#*- % < $) &' ,)""!" n(t)

Ω

% .#&$!" +) �!,*!#*- %" +#%" $# $-2 -*)
Ω → ∞ < , .)"*3I3+-')

〈(
n(t)

Ω

)2
〉

− ρ2(t) =

〈
(n(t) − ρ(t)Ω)2

〉

Ω2
= O

(
1

Ω

)
Ω→∞

= 0.
MP :FHQ

GE#2 -% %" $ .(6 $!*- % +! % 2G') 2  9)% + .-%+-6 -+!" : �&'8" !% G')V ,#$,!$ M,1#%5)#%*
n→

n− 1
)*
n→ n+ 1

+#%" $)" " 22 )"Q <  % *' !6) I &#'*-' +) MP :FTQ
∂

∂t
〈n(t)〉 =

∞∑

n=0

n
∂

∂t
Pn(t) = (β − α) 〈n(t)〉 − γ

〈
(n(t))2

〉
.

MP :FJQ
� " %" + '(%#6#%*

γ = X
Ω ,X > 0

� &  !' #6 -' !%) #"92&* *-/!) G-)% +(X%-) < -$ )"* %(,)""#-')+) "!&& ")' /!) $) *#!E +) , 2& (*-*- %
γ

)"* +) $ . '+')
Ω−1 : ; -6-"#%* &#'

Ω
)* *)%#%* , 2&*)+) MP :FHQ < $ .(/!#*- % MP :FJQ ") '(+!-* +#%" $# $-2 -*)

Ω → ∞ I
∂

∂t
ρ(t) = (β − α)ρ(t) −Xρ2(t),

MP :F�Q
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β > α
M*#!E +) %#*#$-*( "!& ('-)!' #! *#!E +) +(,8"Q : G% +)1 '" +! &  -%**'-6 -#$

ρ = 0
< $ .(/!#*- % MP :F�Q # $) &  -%* "*#*- %%#-')

ρs =
β − α

X > 0
MP :F	Q

/!- ')&'(")%*) $# +)%"-*( + .(/!-$-G') +) $# &  &!$#*- % )% &'(")%,) + .!% *#!E +) , 2& (*-*- %
X : G% $-%(#'-"#%* MP :F�Q #!* !' +) ,) &  -%* + .(/!-$-G') #6),

ρ(t) = ρs +X(t)
 % #

d

dt
X(t) = −(β − α)X(t),

MP :H�Q
+ . E

X(t) = e−(β−α)tX(0)
< , .)"*3I3+-') /!) $ .(/!-$-G') )"* #&&' ,1( )E& %)%*-)$$)2 )%* 6-*) :

� )2 #'/! %" /!) "- X = 0
M
β > α

Q < $# " $!*- % +) MP :F�Q )"*
ρ(t) = e(β−α)tρ(0)

< , .)"*3I3+-') /! .)% #G")%,) +) , 2&(*-*- % $# &  &!$#*- % ,' �* )E& %)%*-)$$)2 )%* 6-*) M$ - +) = #$3*1!"Q :L-
β < α

M*#!E +) +(,8" "!& ('-)!' #! *#!E +) %#*#$-*(Q < $) ")!$ &  -%* "*#*- %%#-') +)MP :F�Q )"*
ρ = 0

< )* $# &  &!$#*- % " .(*)-%* :>$ )"* %#*!')$ #! 6! +) MP :FPQ )* MP :FFQ +) &  ")'
n(t) = Ωρ(t) +

√
Ω ξ(t),

MP :H NQ
 E

ξ(t)
)"* $) &' ,)""!" +)" �!,*!#*- %" + . '+') N: J# +-"*'-G!*- % +)" �!,*!#*- %"

Π(ξ, t))"* +(X%-) &#'
Π(ξ, t) = Pn(t) = PΩρ(t)+

√
Ω ξ(t).

MP :HOQ
� )2 #'/! %" /! .#6), $) ,1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$)" MP :H NQ

∂

∂t
Π(ξ, t) = Ω

d

dt
ρ(t)

∂

∂n
Pn(t) +

∂

∂t
Pn(t)

=
√

Ω
d

dt
ρ(t)

∂

∂ξ
Π(ξ, t) +

∂

∂t
Pn(t).

MP :HTQ
G% -%*' +!-"#%* MP :H NQ < MP :HOQ )* MP :HTQ +#%" MP :FTQ <  % & )!* (,'-') $ .(/!#*- % /!- '(5-*$ .(6 $!*- % +) $# +-"*'-G!*- % +)" �!,*!#*- %"

Π(ξ, t)
: >$ "! -* +) MP :HTQ /!)

Pn±1(t) = P
Ωρ(t)+

√
Ω �ξ± 1√

Ω
� (t) = Π

(
ξ ± 1√

Ω
, t

)
.

MP :HPQ
� -%"- MP :FTQ +)6-)%* #6),

γ = X
Ω

<  E X )"* XE(
∂

∂t
Π(ξ, t) −

√
Ω

d

dt
ρ(t)

∂

∂ξ
Π(ξ, t) = β

(
Ωρ(t) +

√
Ω ξ − 1

)
Π

(
ξ − 1√

Ω
, t

)

+

[
α
(
Ωρ(t) +

√
Ω ξ + 1

)
+

X
Ω

(
Ωρ(t) +

√
Ω ξ
)(

Ωρ(t) +
√

Ω ξ + 1
)]

Π

(
ξ +

1√
Ω
, t

)

−
[
(β + α)

(
Ωρ(t) +

√
Ω ξ
)

+
X
Ω

(
Ωρ(t) +

√
Ω ξ
)(

Ωρ(t) +
√

Ω ξ − 1
)]

Π(ξ, t).
MP :HFQ

� !'
Ω

5'#%+  % +(6)$ && )
Π

)% &!-""#%,) +)
Ω−1/2

Π

(
ξ ± 1√

Ω
, t

)
= Π(ξ, t) ± 1√

Ω

∂

∂ξ
Π(ξ, t) +

1

2Ω

∂2

∂ξ2
Π(ξ, t) + O

(
1

Ω3/2

)
.

MP :HHQ
>%*' +!-"#%* ,)**) +)'%-8') )E&')""- % +#%" MP :HFQ <  % -+)%*-X) "!,,)""-6)2 )%* $)" , )� ,-)%*"+)" &!-""#%,)" +)

Ω
:
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��$�!
Ω
� J)" *)'2 )" ") , 2&)%")%* :

��$�! √
Ω
� @% *' !6)
−
√

Ω
∂

∂ξ
Π(ξ, t)

d

dt
ρ(t) =

√
Ω
∂

∂ξ
Π(ξ, t)

(
−βρ(t) + αρ(t) + Xρ2(t)

)
,

MP :HJQ
+ . E $ . % ')*' !6) $ .(/!#*- % +(*)'2 -%-"*) MP :F�Q &  !'

ρ(t)
:

��$�!
Ω0 � @% *' !6)

∂

∂t
Π(ξ, t) = −(β − α)Π(ξ, t) − (β − α)ξ

∂

∂ξ
Π(ξ, t) + 2Xρ(t)ξ ∂

∂ξ
Π(ξ, t)

+2Xρ(t)Π(ξ, t) +
1

2

(
(α+ β)ρ(t) + Xρ2(t)

) ∂2

∂ξ2
Π(ξ, t)

= − ∂

∂ξ
(h(ξ, t)Π(ξ, t)) +

D(t)

2

∂2

∂ξ2
Π(ξ, t),

MP :H�Q
#6),

h(ξ, t) = (β − α− 2Xρ(t))ξ MP :H	Q
D(t) = (β + α)ρ(t) + Xρ2(t).

MP :J�Q
J .(/!#*- % MP :H�Q )"* !%) (/!#*- % +) 
 77)'3� $#%,7 $-%(#-') MI , )� ,-)%*" +(& )%+#%*+! *)2&"Q /!- +(,'-* !%) +-"*'-G!*- % +)" �!,*!#*- %" M5#!""-)%%)"Q #!* !' +) $# +)%"-*(2  9)%%) +) &  &!$#*- %

ρ(t)
: G% &#'*-,!$-)' < I $ .(/!-$-G') ∂

∂tΠ(ξ, t) = 0
<  % #

hs(ξ) = ((β − α) − 2Xρs) ξ
(4.59)
= −(β − α)ξ

MP :JNQ
)* $# , %"*#%*) +) +-F!"- % "*#*- %%#-') MP :J�Q

Ds =
ρs
2

(α+ β + Xρs) =
β(β − α)

X .
MP :JOQ

J .(/!#*- % +) $ .(*#* "*#*- %%#-') " . G*-)%* )% -%"('#%* MP :JNQ +#%" MP :H�Q
−(β − α)

∂

∂ξ
(ξΠs(ξ)) +

Ds

2

∂2

∂ξ2
Πs(ξ) = 0,

MP :JTQ
/!) $ . % 2!$*-& $-) &#'

ξ2
&!-" -%*85') &#' &#'*-)" &  !' +(*)'2 -%)' $ .(,#'* /!#+'#*-/!)

〈
ξ2
〉

=
Ds

2(β − α)
=

β

2X .
MP :JPQ

� -%"- < &  !'
Ω

5'#%+ < $)" �!,*!#*- %" #!* !' +) $# &  &!$#*- % 2  9)%%)
ρsΩ

" %* + . '+')
√

βΩ
2X

: �
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��!���! � ���#����� $ ��D� �#���� $ �����" �#�����#!"' L -* !% &' G$82 ) /!#%*-/!)+ %* $# +9%#2 -/!) )"* +(,'-*) &#' $ .1#2 -$* %-)%

H = H0+V
: J .1#2 -$* %-)% % % & )'*!'G (

H0+ %%) $-)! I $ .(/!#*- % +) L,1'�+-%5)' "*#*- %%#-')
H0φn = Enφn

: J) ,#$,!$ +) & )'*!'G#*- %+(& )%+#%* +! *)2&" & )'2 )* +) ,#$,!$)' $)" &' G#G-$-*(" +) *'#%"-*- % +) $ .(*#*
n

6)'"
n′

M'85$)+ . ' +) 
)'2 -Q
W(n|n′) =

2π

~
|〈φn|V |φn′〉|2 ρ(En),

MP :JFQ
#6),

ρ(En)
$# +)%"-*( + .(*#*" : G% (,'-6#%* $ .(/!#*- % 2 #�*')"") #6), ,)" &' G#G-$-*(" +)*'#%"-*- % ,#$,!$()" &  !' +) & )*-*" *)2&" <  % (*)%+ $ .(6 $!*- % #!E 5'#%+" *)2&" )% V#-"#%*$ .19&  *18") +) = #'7 6 : J .(/!#*- % 2 #�*')"")  G*)%!) #6), $)" *#!E W(n|n′) +) MP :JFQ )"*

9 8=;B07@,) ?. C 0B 9@: �

� �� � ���������� ��������
J .(/!#*- % 2 #�*')"") )"* )%*-8')2 )%* +(*)'2 -%() &#' $# + %%() +)" &' G#G-$-*(" +) *'#%3"-*- % W(n|n′) : �6#%* + .(*!+-)' $# +9%#2 -/!) < -$ )"* -2&  '*#%* + .)E#2 -%)' "- ,)" +)'%-8')"+ %%)%* $-)! # !% (*#* "*#*- %%#-') < /!- + -* "#*-"V#-') I

∑

n′∈Σ

(
P sn′ Wn′,n − P snWn,n′

)
= 0,

MP :JHQ
#6), Wn,n′ = W(n|n′) : �#' )E)2&$) < +#%" $) ,#"  E $) "9"*82 ) )"* @C,9= M ! .) -,)70-7 02.-B) +=C.+2,@+ 73 .+4 @;B . Q < -$ + -* (6 $!)' 6)'" $# +-"*'-G!*- % + .(/!-$-G')

P en
2-,' ,#% %-/!)M ! ,#% %-/!)Q < ")$ % $) "), %+ &'-%,-& ) +) $# *1)'2  +9%#2 -/!) :� ;#%" ,) ,#" < $)" Wn,n′+ -6)%* U*') *)$" /!) $ .(/!#*- % MP :JHQ #+2 )**) !%) " $!*- %

P en
: �%) V#� % & ""-G $) +)"#*-"V#-') MP :JHQ M2 #-" % % $# &$!" 5(%('#$)Q )"* $ .#%%!$#*- % *)'2 ) I *)'2 ) :

��������� � �� ���#�����! $��� ���� ' �) ?@7 ;B . 9.C Wn,n′
C07@CD ,)7 0B * +@)-@* . ? 8=;B@9@<+.?=70@9 9= +.907@2.4 .)7 � 9 8=707 C 707@,))0@+.

P s
C@

P sn′ Wn′,n = P snWn,n′, ∀n, n′, MP :JJQ
-. ;B@ @4* 9@;B . >� ���? �

J .(/!-$-G') +(*#-$$( "-5%-X) /!) &  !' ,1#/!) &#-') + .(*#*"
n
<
n′

< $) % 2G') +) *'#%"-*- %"+)
n

I
n′

+ -* (/!-$-G')' ,)$$)" +)
n′

I
n

#! , !'" +! *)2&" :;#%" $) ,#"  E $) "9"*82 ) )"* )% -%*)'#,*- % #6), !% '(")'6 -' I *)2& ('#*!') XE() < $#+-"*'-G!*- % "*#*- %%#-') )"* ,)$$) +) $ .(/!-$-G') *1)'2 -/!)
P sn = P en = Q−1 dn e−βEn ,

MP :J�Q
#6),

Q
$# V %,*- % +) &#'*-*- % <

En
$ .(%)'5-) +) $ .(*#*

n
)*
dn

"# +(5(%(')",)%,) : � -%"- <$ .(/!-$-G') +(*#-$$( &')%+ $# V '2 )
dn′e−βEn′Wn′,n = dne

−βEn Wn,n′ , ∀n, n′, MP :J	Q
,) /!- + %%) !%) ')$#*- % G-)% "& (,-X/!) )%*') $)" *#!E +) *'#%"-*- % )* $)" (%)'5-)" +!"9"*82 ) :

�
P s

n

a�^[��b _� �`f` ^`f`[h��f[cb b� `h_`b ����cf][`� \ `f�a[^ �_b P e
n

b^` _� �`f` a ���_[][&cb f_ ^b� ^ ab ]fd �gf� [�_b ^`f`[^`[�_b ab ] ���_[][&cb i P e
n

b^` ^`f`[h��f[cb \ d f[^ [] b� [^`b & bf_gh_e a ��`f`^ ^`f`[h��f[cb^ �hc^
��_[][&cb i
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. . . . . .psn psn′ psn′′

Wn,n′

Wn′,n

Wn′,n′′

Wn′′,n′

� ! " P :F # � ���_[][&cb a�`f[]]� f^^_cb �_b ]b^ �`f`^ ^h�` b� ��_[][&cb ab_� � ab_� \ g �b^`���a[cb �_b P s
n′Wn′,n =

P s
nWn,n′ \ P s

n′′Wn′′ ,n′ = P s
n′Wn′,n′′ \ b` f[� ^[ ab ^_[`b i

� !� ���#! ����$!� !�� � � ��" �� ��#! $! � ���#�����! $��� ���� ' J# ')$#*- % MP :J	Q& )!* U*') +(2  %*'() I &#'*-' +) $# 2 (,#%-/!) M,$#""-/!)  ! /!#%*-/!)Q " !" ,)'*#-%)" , %+-3*- %" < )% &#'*-,!$-)' $ .-%6#'-#%,) " !" $) ')%6)'")2 )%* +! *)2&" +) $# +9%#2 -/!) 2 -,' ", 3&-/!) M6 -' $# "),*- % F :NQ : G $$) )"* ,#'#,*('-"*-/!) &  !' !%) (/!#*- % 2 #�*')"") /!- , %+!-*I $# *1)'2 #$-"#*- % +! "9"*82 ) : �

� 	� 	
 � �������� � �� � �������� �� � ����� � ���

J .(/!#*- % 2 #�*')"") )"* " !6)%* !*-$-"() , 22)  !*-$ &  !' +(,'-') $# +-"*'-G!*- % + .(/!-3$-G') *1)'2 -/!)
P en

< , %"-+('( , 22) $-2 -*)
limt→∞ Pn(t) = P en

: @% "!&& ") /!) $)" (*#*"+ .(%)'5-)
En

" %* , %%!" )*  % , %"*'!-* $)" *#!E Wn,n′
)* Wn′,n

+) V#� % I 6('-X)' $ .(/!-$-G')+(*#-$$( : G% "!&&  "#%* -,-
dn = dn′ = 1

 % #
P en′

P en
=

Wn,n′

Wn′,n
= e−β(En′−En).

MP :��Q
0 22)  % %) " .-%*(')"") /! .I $ .(*#* + .(/!-$-G') )* % % I " % #&&' ,1) <  % # * !*) $-G )'*( +)V#-') +)" ,1 -E �!+-,-)!E +)" Wn,n′

M% % %(,)""#-')2 )%* -""!" + .!%) *1( '-) &19"-/!)Q #6),$# ")!$) , %*'#-%*) /!) MP :��Q " -* "#*-"V#-* : J .-+() )"* #$ '" +) "-2!$)' $)" '(#$-"#*- %"
n(t)+! &' ,)""!" + %* $ .(/!#*- % 2 #�*')"") +(,'-* $ .(6 $!*- % < )% ')"& ),*#%* $# ')$#*- % MP :��Q :

� ��	�$! � 01 -"-"" %" !%) V %,*- %
F

*)$$) /!)
F (x) = xF

(
1

x

)
,

MP :� NQ
)* &  " %"

F

(
P en′

P en

)
= Wn,n′ .

MP :�OQ
@% 6('-X) #$ '" $ .(/!-$-G') +(*#-$$( MP :��Q

Wn,n′

Wn′,n

(4.82)
=

F
(
P e

n′
P e

n

)

F
(
P e

n
P e

n′

) (4.81)
=

P en′

P en

F
(
P e

n
P e

n′

)

F
(
P e

n
P e

n′

)

︸ ︷︷ ︸
=1

.
MP :�TQ

;)!E ,1 -E "-2&$)" +)
F

" %*
F (x) = min(x, 1), x > 0,

MP :�PQ
F (x) =

x

1 + x
.

MP :�FQ



� 	� 	 � �� ���� ���� �� ������ 	F

J) &')2 -)' ,1 -E MP :�PQ + %%) $-)! I $ .#$5 '-*12 ) +) = %*) 0#'$ = )*' &  $-" : G% -%"('#%*MP :��Q +#%" MP :�OQ #6), $) ,1 -E MP :�PQ &  !'
F

<  %  G*-)%*
Wn,n′ =

{
1, En′ − En ≤ 0,

e−β(En′−En), En′ − En > 0.

MP :�HQ
� -%"- < % !" 6 9 %" /!) $)" *#!E Wn,n′

& )!6)%* U*') +(*)'2 -%(" !%-/!)2 )%* I &#'*-' +) $#+-F (')%,)" +)" (%)'5-)"
En′ − En

+! "9"*82 ) < 5'#%+)!'" /!) $) &19"-,-)% # $ .1#G-*!+) +),#$,!$)' :
��
����	� ! �M-Q @% 5(%8') !% (*#*

n′
I &#'*-' + .!% (*#* &'(#$#G$)

n
< ")$ % !%) '85$) +(*)'2 -%()  !!%) &' ,(+!') #$(#* -') :M--Q @% ,#$,!$)

∆E = En′ − En
:M---Q M#Q L-

∆E ≤ 0
< #$ '" Wn,n′ = 1

)*  % ')*-)%* $) % !6)$ (*#*
n′

:MG Q L-
∆E > 0

< #$ '" Wn,n′ = e−β∆E )*  % *-') !% % 2G')
r

#! 1#"#'+ +#%" $ .-%3*)'6#$$)
[0, 1]

: @% ')*-)%* $ .(*#*
n′

"-
r ≥ e−β∆E < )*  % $) ')� )**) +#%" $) ,#", %*'#-') :M-6 Q @% '), 22)%,) $# &' ,(+!') )% M-Q :

;) ,)**) V#� % <  % 5(%8') !%) '(#$-"#*- %
n(t)

+! &' ,)""!" 5 !6)'%( &#' $ .(/!#*- % 2 #�3*')"") : J) *-'#5) #! " '* +) $# 5'#%+)!'
r
"-2!$) $) ,�*( #$(#* -') +! &' ,)""!" < &#' #%#$ 5-)#6), $# 2 #',1) #$(#* -') !%-+-2 )%"- %%)$$) &  !' $#/!)$$) -$ % .)E -"*) /!) +)!E "-*!#*- %" M!%&#" I 5#!,1)  ! I +' -*) ")$ % /!)

r ≷ 1/2
Q : G% )F),*!#%* ,)* #$5 '-*12 ) !% *'8" 5'#%+% 2G') +) V -" <  % 5(%8') !% 5'#%+ % 2G') +) '(#$-"#*- %" +! &' ,)""!" "* ,1#"*-/!) : J)"2  9)%%)" &'-")" "!' $)" '(#$-"#*- %" &  !' +)" *)2&" "!� "#22 )%* $ %5" ')&' +!-")%* &#', %"*'!,*- % $)" 2  9)%%)" *1)'2 -/!)" < )* & )'2 )**)%* )% &'-%,-& ) +) *' !6)' $)" &' G#G-$-*("#G" $!)"

W
, 22) )E&$-/!( +#%" $# "),*- % O :N:N: � !' !% "9"*82 ) I 5'#%+ % 2G') +)+)5'(" +) $-G )'*( < ,)**) &' ,(+!') )"* " !6)%* &$!" )� ,#,) /!) $) ,#$,!$ +-'),* +)" 2  9)%%)"&#' " 22 #*- % "!' * !*)" $)" , %X5!'#*- %" #6), &  -+"

P en
MP :J�Q :

� 	� 	� ����� ��
� ��� �������
� �
 � � �� �� � ������

• �,)� 5B+07@,)C � J)" (*#*"
ω ∈ Σ = {−1, 1}N " %* $)"

2N
, %X5!'#*- %" +) "&-%" "!'!% '(")#! +)

N
"-*)" <

ω = {σ1, . . . , σN}
<
σi = ±1

: �%) '(#$-"#*- % +! &' ,)""!" M2!$3*-+-2 )%"- %%)$Q , %"-"*) )% $ .(6 $!*- %
ω(t) = {σ1(t), . . . , σN (t)} + .!%) , %X5!'#*- %+)" "&-%" #! , !'" +! *)2&" :

• �).+5 @.� L -)%* Jij ≥ 0
$)" , %"*#%*)" +) , !&$#5) *)$$)" /!)

lim|i−j|→∞ Jij = 0
< #$ '"$ .(%)'5-) + .!%) , %X5!'#*- % )"* + %%() &#' $ .1#2 -$* %-)% + .>"-%5

H(ω) = −1

2

N∑

i6=j
Jijσiσj .

MP :�JQ
• �,)� 5B+07@,)C 0--.CC@<9.C � @% V#-* $ .19&  *18") /!) $ .(6 $!*- % )%*') +)!E (*#*" "!,3,)""-V"

ω
)*
ω′ %) ") V#-* /!) &#' ')* !'%)2 )%* + .!% ")!$ "&-% I $# V -" : L -*

ω(k) =
{σ1, . . . ,−σk, . . . , σN}

$# , %X5!'#*- %  G*)%!) +)
ω

&#' ')* !'%)2 )%* +! "&-%
k
< #$ '"$)" *#!E +) *'#%"-*- % "#*-"V %* #!E ')$#*- %" W(ω|ω′

) = 0
"-
ω′ 6= ω(k) )*

W(ω|ω(k))

W(ω(k)|ω)
= e−β(H(ω(k))−H(ω)), H

(
ω(k)

)
−H(ω) = 2mk(ω),

MP :��Q



	H �������� � 	 � �����
�� 
� ��������

 E
mk(ω) =

N∑

j 6=k
Jkjσj

MP :�	Q
)"* $ .#-2 #%*#*- % $ ,#$) #! "-*)

k
+#%" $# , %X5!'#*- %

ω
:J .(/!#*- % 2 #�*')"") #"" ,-() I ,) &' ,)""!" )"*

∂

∂t
P (ω, t) =

N∑

k=1

[
W(ω(k)|ω)P (ω(k), t) −W (ω|ω(k))P (ω, t)

]
.

MP :	�Q
@% #&&$-/!) )%"!-*) $ .#$5 '-*12 ) +) = )*' &  $-" < , %"*'!-"#%* #-%"- $ .(6 $!*- % + .!%) , %X5!3'#*- %

ω(t)
#! , !'" +! *)2&" : J '"/!)

t
)"* #"")W 5'#%+ <  %  G*-)%* #-%"- !%) , %X5!'#*- %*9&-/!) &  !' $# +-"*'-G!*- % +) � -GG"

ρ(ω) = 1
Qe−βH(ω) <  E Q )"* $# V %,*- % +) &#'*-*- % :J) &' G$82 ) & )!* U*') '(" $! #%#$9*-/!)2 )%* +#%" +)!E ,#" &#'*-,!$-)'" < ,)$! - +) $#,1#�%) +) "&-%" !%-+-2 )%"- %%)$$) )* +#%" $ .#&&' E -2 #*- % +! ,1#2& 2 9)% : 0 22)%� %"&#' "& (,-X)' $)" *#!E +) *'#%"-*- % &$!" &'(,-"(2 )%* +) $# V '2 )

W(ω|ω(k)) =
γ

2
[1 − σk th (βmk(ω))] ,

MP :	 NQ
 E

mk(ω)
)"* $ .#-2 #%*#*- % $ ,#$) MP :�	Q < )*

2/γ
+(*)'2 -%) $ .(,1)$$) +) *)2&" "!' $#/!)$$) ")+(' !$) $) &' ,)""!" : � *-$-"#%* $ .-+)%*-*(

(1−th x)/(1+th x) = exp(−2x)
 % 6('-X) #-"(2 )%*/!) ,)" *#!E "#*-"V %* I $ .(/!-$-G') +(*#-$$( MP :��Q : � -%"- $ .(/!#*- % 2 #�*')"") MP :	�Q " .(,'-*

∂

∂t
P (ω, t) =

γ

2

N∑

j=1

[
(1 + σj th βmj(ω))P (ω(j), t) − (1 − σj th βmj(ω))P (ω, t)

]
.

MP :	OQ

 '2  %" $# 6#$)!' 2  9)%%) +! "&-% #! "-*)

k

〈σk〉 (t) =
∑

ω

σkP (ω, t).
MP :	TQ

G $$)  G (-* I $ .(/!#*- % +) 2  !6)2 )%*
d

dt
〈σk〉 (t) = −γ [〈σk〉 (t) − 〈th βmk〉 (t)] .

MP :	PQ
G% )F)* < -%"('#%* MP :	OQ )* -" $#%* $) *)'2 )

j = k
 %  G*-)%*

d

dt
〈σk〉 (t) =

∑

ω

σk
∂

∂t
P (ω, t)

=
γ

2

∑

ω

(σk + thβmk(ω))P (ω(k), t) −
∑

ω

(σk − th βmk(ω))P (ω, t)

+
γ

2

∑

ω

σk
∑

j 6=k

[
(1 + σj th βmj(ω))P (ω(j), t)

−(1 − σj th βmj(ω))P (ω, t)
]
.

MP :	FQ
@% ,1#%5) $# 6#'-#G$) 2!)**) +) " 22 #*- %

σk
)% −σk

+#%" $# &')2 -8') " 22 ) < /!- +)6-)%*#$ '" -+)%*-/!) I $# "), %+) M
mk(ω)

)"* -%+(& )%+#%* +)
σk

Q < + . E MP :	PQ : J# *' -"-82 ) " 22))"* %!$$) ,#' ")" *)'2 )" " %* -2&#-'" " !" $) ,1#%5)2 )%*
σk → −σk

:
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�	���! $! "� ��" #��$ �� !�"����! ��!

@% , %"-+8') !%) ,1#�%) +) "&-%"
σi

!%-+-2 )%"- %%)$$) -%X%-) : J)" "&-%" " %* %!2 (' *("&#'
i = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .

)* , !&$(" I $)!'" &$!" &' ,1)" 6 -"-%" �
Jii−1 = Jii+1 = J > 0

<
Jik = 0

<
k 6= i− 1, i+ 1

: ; #%" ,)" , %+-*- %" <  %  G")'6) /!)
mj(ω) = J(σj+1 + σj−1), th βmj(ω) =

1

2
(σj+1 + σj−1) th 2βJ,

MP :	HQ
"- G -)% /!) MP :	PQ ") '(+!-* I $ .(/!#*- % #!E +-F(')%,)" X%-)"

d

dt
〈σi〉 (t) = −γ

[
〈σi〉 (t) − 1

2

(
〈σi−1〉 (t) + 〈σi+1〉 (t)

)
th 2βJ

]
.

MP :	JQ
J) &' G$82 ) )"* )"")%*-)$$)2 )%* $) 2 U2 ) /!) ,)$! - +) $# 2 #',1) #$(#* -') )% *)2&" , %*-%!*'#-*( +#%" $# "),*- % P :O )* & )!* U*') '(" $! &#' $# 2 (*1 +) +) $# V %,*- % 5(%('#*'-,)

G(z, t), 22) & !' $) "), %+ )E)2&$) : 0)**) +)'%-8')  G (-* -,- I
∂

∂t
G(z, t) =

[
γ

2
th(2βJ)

(
z +

1

z

)
− γ

]
G(z, t).

MP :	�Q
L- $ . % &')%+ $# , %+-*- % -%-*-#$) 〈σi〉 (0) = 0

<
i 6= 0

< 〈σ0〉 (0) = 1
<  % *' !6)

G(z, t) = e−γt exp

[
γ

2
th(2βJ)

(
z +

1

z

)
t

]
,

MP :		Q
)* #6), MP :OHQ

〈σi〉 (t) = e−γtIj [γ th(2βJ)t].
MP :N��Q

J)" , 2& '*)2 )%*" MP :O	Q )* MP :T�Q +) $# V %,*- % +) � )"")$ 2  +-X() MP :O�Q 2  %*')%* /!)
〈σi〉 (t)

t→0� Cti, i 6= 0, C ∈ � , MP :N� NQ
〈σi〉 (t)

t→∞� exp[−γt(1 − th 2βJ)]√
2π(γ th 2βJ)t

.
MP :N�OQ

� !' $)" *)2&" & )*-*" < $)" "&-%" 6 -"-%" +)
σ0

" . '-)%*)%* &  "-*-6)2 )%* I ,#!") +! , !&$#5)V)'' 2 #5%(*-/!) : � !' $)" *)2&" $ %5" $# 6#$)!' 2  9)%%) +) * !" $)" "&-%" *)%+ )E& %)%3*-)$$)2 )%* 6-*) 6)'" W(' /!)$$) /!) " -* $# *)2& ('#*!')
T > 0

)% , %"(/!)%,) +! V#-* /! .-$% .9 # &#" + .#-2 #%*#*- % "&  %*#%() +#%" $) 2  +8$) + .>"-%5 !%-+-2 )%"- %%)$ &  !'
T 6= 0

:
������ �� ����� $#  	��� � ��!�

@% ,1 -"-* $)" , %"*#%*)" +) , !&$#5) -%+(& )%+#%*)" +) $# +-"*#%,) < * !*)" +) $# V '2 )
Jik = J

N

<
J > 0

< )*  % , %"-+8') $ . #-2 #%*#*- % 2  9)%%) &#' "&-% )% $-2 -*) 2 #,' ", &-/!)
N → ∞

µ(t) = lim
N→∞

〈mN 〉 (t), mN (ω) =
1

N

N∑

i=1

σi.
MP :N�TQ

@% #+2 )* /! .I * !* *)2&" $)" �!,*!#*- %" +)
mN (ω)

" %* %(5$-5)#G$)" $ '"/!)
N → ∞ < I"#6 -'

lim
N→∞

〈(mN )p〉 (t) = µ(t)p, p = 2, 3, . . . .
MP :N�PQ
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@% ')2 #'/!) /!) $ .#-2 #%*#*- % $ ,#$) MP :�	Q " .-+)%*-X) I $ .#-2 #%*#*- % &#' "&-% I !% *)'2 )+ . '+')
1/N

&'8"
mk(ω) =

∑

i6=k

J

N
σi = J

(
mN (ω) − 1

N
σk

)
.

MP :N�FQ
� -%"- < *)%#%* , 2&*) +) MP :N�PQ <  % +(+!-* +) MP :	PQ /!) +#%" $# $-2 -*)

N → ∞

d

dt
µ(t) = −γ[µ(t) − (th βJ)µ(t)].

MP :N�HQ
0)**) (/!#*- % +-F (')%*-)$$) % % $-%(#-') # $)" &  -%*" "*#*- %%#-')" " $!*- %" +)

µ−(th βJ)µ =
0
< + %* )% &#'*-,!$-)' $) &  -%*

µ = 0
: �6), $) +(6)$ && )2 )%* +) �#9$ '

thx ' x − x3/3#!* !' +)
x = 0

< $ .(/!#*- % " .(,'-* #! 6 -"-%#5) +)
µ = 0

d

dt
µ(t) = −γ

[
(1 − βJ)µ(t) +

(βJ)3

3
µ(t)3

]
.

MP :N�JQ
L-

1− βJ > 0
< , .)"*3I3+-')

T > Tc = J/kB
< $) &  -%* "*#*- %%#-')

µ = 0
)"* !%-/!) )* "*#G$) <)* $# ')$#E#*- % )"* )E&  %)%*-)$$)

µ(t)
t→∞� µ(0)e−t/τ(T ), τ(T ) =

T

γ(T − Tc)
.

MP :N��Q
L-
T < Tc

$) &  -%*
µ = 0

+)6-)%* -%"*#G$) )* #&&#'#-"")%* +)!E % !6)#!E &  -%*" "*#G$)"
µ+ = −µ− =

√(
Tc
T

)3 T

3(Tc − T )

MP :N�	Q
/!- " %* $)" +)!E 6#$)!'" &  ""-G $)" +) $ .#-2 #%*#*- % "&  %*#%() <

Tc
(*#%* $# *)2&('#*!') +)0!'-) +) $# *'#%"-*- % +) &1#") V)'' 2 #5%(*-/!) +! 2  +8$) + .>"-%5 )% ,1#2& 2 9)% : J)!'#&&' ,1) )"* (5#$)2 )%* )E&  %)%*-)$$)2 )%* '#&-+) < 2 #-"  % 6 -* /!) $) *)2&" +) ')$#E#*- %

τ(T )
+ %%( &#' $ .G/ : MP :N��Q +-6)'5) $ '"/!)

T → Tc
: �! & -%* ,'-*-/!)

T = Tc
< $ .G/ : MP :N�JQ") '(+!-* I

d

dt
µ(t) = −γ

3
µ(t)3,

MP :NN�Q
+ %* $# " $!*- % )"*

µ(t) =

√
3µ(0)2

2γµ(0)2t+ 3

t→∞�
√

3

2γt
.

MP :NNNQ
J# +(,' -""#%,) % .)"* &$!" )E& %)%*-)$$) � , .)"* $) &1(% 2 8%) +! '#$)%*-"")2 )%* ,'-*-/!) +)$ .#&&' ,1) I $ .(/!-$-G') #! &  -%* +) *'#%"-*- % +) &1#") :
� 	� 	� � ��� �
���� ��� �� ������� �� �������

J .(/!-$-G') +(*#-$$( & )'2 )* +) '(" !+') $ .(/!#*- % 2 #�*')"") &#' $# 2 (*1 +) "& ),*'#$) :
� !' !*-$-")' ,)**) 2 (*1 +) < % !" &  " %" $)" 19&  *18")" "!-6#%*)" :
��� ��	�"! � ��

>@? � 9 .: @C 7. B) B) @;B . =707 C 707@,))0@+.
P sn > 0 ∀n �>@@? � 8=;B@9@<+. ?=70@9 9= .C 7 +=09@C= +.907@2.4 .)7 � 9 8=707 C 707@,))0@+.

P s
�

>@@@? �. ),4 <+. ? 8=707C
N

.C 7 � ) @�
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J .19&  *18") M---Q + .!% % 2G') X%- + .(*#*" )"* V#-*) -,- &  !' $# "-2&$-,-*( 2 #*1(2 #*-/!) :
I ,'-6 %" $ .(/!#*- % 2 #�*')"")

∂

∂t
Pn(t) =

∑

n′

(
Pn′(t)Wn′,n − Pn(t)Wn,n′

) MP :NNOQ
" !" $# V '2 ) + .!% "9"*82 ) $-%(#-')

d

dt
P(t) = M · P(t),

MP :NNTQ
#6),

P(t) ∈ �N !% 6),*)!' /!- # &  !' ($(2 )%*"

P(t) =



P1(t):::
PN (t)


 ,

MP :NNP Q
)*

M ∈MN (�)
!%) 2 #*'-,)

N ×N
'()$$) +(X%-) &#' ")" ($(2 )%*"

Mnm = Wm,n − δm,n

N∑

k=1

Wn,k.
MP :NNFQ

��������� � �� �� ���� ! "��  	�"���#!' � ,@7
M ∈ MN (�)

� 09,+C
M

.C7 ?@7. 2#*'-,)"* ,1#"*-/!) C@ .9 9. C07@CD 0@7 0B: ?.B: -,)?@7@,)C CB@20)7.C �
>@?

Mnm ≥ 0 ∀n 6= m>@@? ∑N
k=1Mkm = 0 ∀m

@% & )!* 6('-X)' /!)
M

+(X%-) &#' MP :NNFQ "#*-"V#-* I ,)" +)!E , %+-*- %" : ; (X%-"" %"$# 2 #*'-,)
M̃

&#'
M̃nm =

1√
P sn
Mnm

√
P sm.

MP :NNHQ
�!�� ! � �� � 8=;B@9@<+. ?=70@9 9= .C 7 2=+@� = C@ .7 C.B 9.4 .)7 C@ 90 4 07+@-.

M̃
.C7 C�4 =7+@;B. �

��!#D! ��!�� ! � ��' L!&& " %" /!) $# 2 #*'-,)
M̃

" -* "92 (*'-/!) < + %,
M̃nm = M̃mn

<,) /!- ") '((,'-* , 2&*) *)%! +)" +(X%-*- %" MP :NNHQ )* MP :NNFQ )* )% )E#2 -%#%* $) ,#" % %*'-6 -#$
n 6= m

1√
P sn

(
Wm,n − δm,n︸︷︷︸

=0

N∑

k=1

Wn,k

)
√
P sm =

1√
P sm

(
Wn,m − δn,m︸︷︷︸

=0

N∑

k=1

Wm,k

)
√
P sn,

MP :NNJQ
/!- )"* (/!-6#$)%* I $ .(/!-$-G') +(*#-$$(

Wm,nP
s
m = Wn,mP

s
n.

MP :NN�Q
J) 2 U2 ) ,#$,!$ (*#G$-* $# '(,-&' /!) < ,) /!- #,186) $# &')!6) :

�
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J# 2 #*'-,)
M̃

(*#%* "92 (*'-/!) '()$$) < )$$) )"* +-#5 %#$-"#G$) )* &  ""8+)
N

6),*)!'"&' &')"  '*1 % '2 #!E
φ̃

(k) ∈ �N

φ̃
(k)

=



φ̃

(k)
1:::
φ̃

(k)
N


 ,

MP :NN	Q

#6), 6#$)!'" &' &')"
λk

<
k = 1, . . . ,N

< )* *)$" /!) 〈
φ̃

(k1)∣∣φ̃(k2)〉
= δk1,k2

: J# 6#'-#G$)
k ∈

{1, . . . ,N} +("-5%) + %, $) %!2 (' +! 6),*)!' &' &') < /!- # $! -32 U2 ) $)"
N

, 2&  "#%*)"X5!'#%* +#%" MP :NN	Q : J)" 6),*)!'"
φ(k) +) , 2&  "#%*)"

φ
(k)
n =

√
P sn φ̃

(k)
n

+-#5 %#$-")%* + %,
M

M · φ(k) = λkφ
(k),

MP :NO�Q
)*  % # $# ')$#*- % + . '*1 % '2 #$-*( +)"

φ(k)

N∑

n=1

φ
(k1)
n φ

(k2)
n

P sn
=
〈
φ̃

(k1)∣∣φ̃(k2)〉
= δk1,k2.

MP :NO NQ

� )2 #'/! %" /!)
M̃

M !
M

Q &  ""8+) * !�  !'" $# 6#$)!' &' &') W(' : G% )F)* < "-  % &  ")
φ̃

(1)
n =

√
P sn

<  !
φ

(1)
n = P sn

< &#' +(X%-*- % 2 U2 ) +) $ .(*#* "*#*- %%#-') d
dtP

s = 0
< MP :NNTQ)%*'#�%) /!)

M · φ(1) = 0,
MP :NOOQ

)* + %, $# 6#$)!' &' &') #"" ,-() )"*
λ1 = 0

:
�!�� ! � �� �,@.)7

λk
9.C 209.B+C * +,* +.C ?. 90 4 07+@-.

M̃
� 09,+C

λk < 0
�
k = 2, . . . ,N

�

��!#D! ��!�� ! � ��' @% 2 %*') /!)
M̃

+(X%-* !%) V '2 ) /!#+'#*-/!) +(X%-) %(5#*-6)
〈
φ̃
∣∣M̃
∣∣φ̃
〉
≤ 0

:
〈
φ̃
∣∣M̃

∣∣φ̃
〉

=

N∑

n,m=1

φ̃nM̃nmφ̃m

(4.116)
=

N∑

n,m=1

φ̃n
1√
P sn
Mnm

√
P smφ̃m

(4.115)
=

N∑

n,m=1

(
φ̃n

1√
P sn

Wm,n

√
P smφ̃m − φ̃2

nWn,m

) MP :NOTQ
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� "#%*

xn =
�

φn√
P s

n

< MP :NOTQ +)6-)%*

〈
φ̃
∣∣M̃
∣∣φ̃
〉

=

N∑

n,m=1

xnxmWm,nP
s
m −

N∑

n,m=1

x2
nWn,mP

s
n

=
N∑

n,m=1

xnxmWm,nP
s
m − 1

2

N∑

n,m=1

x2
n Wn,mP

s
n︸ ︷︷ ︸

(4.118)
= Wm,nP s

m

−1

2

N∑

n,m=1

x2
nWn,mP

s
n

︸ ︷︷ ︸
n↔m

= �N
n,m=1 x

2
mWm,nP s

m

= −1

2

N∑

n,m=1

Wm,nP
s
m

(
−2xnxm + x2

n + x2
m

)

= −1

2

N∑

n,m=1

Wm,n︸ ︷︷ ︸
≥0

P sm︸︷︷︸
>0

(xn − xm)2︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ 0.
MP :NOP Q

;) &$!" < $# " $!*- % "*#*- %%#-') (*#%* "!&&  "() % % +(5(%('() M19&  *18") M-Q + .!%-,-*( +)$# " $!*- % "*#*- %%#-')Q < $# 6#$)!' &' &') %!$$) )"* +) 2!$*-& $-,-*( N< + %, $)" #!*')" 6#$)!'"&' &')"
λk < 0

<
k = 2, . . . ,N

< " %* "*'-,*)2 )%* %(5#*-6)" < ,) /!- #,186) $# &')!6) :
�

� !� ���#! �%) , %+-*- % "!� "#%*) &  !' 5#'#%*-' $ .!%-,-*( +) $ .(*#* "*#*- %%#-') )"* /!)* !" $)" *#!E " -)%* "*'-,*)2 )%* &  "-*-V" � Wm,n > 0 ∀n,m : G% )F)* < +#%" ,) ,#" $ .#%%!$#*- %+) MP :NOP Q )%*'#�%)
xn = xm ∀n,m < , .)"*3I3+-') �

φn√
P s

n

=
�

φm√
P s

m

= C
)"* -%+(& )%+#%* +)

n
:

� -%"-
φ̃n = C

√
P sn = Cφ̃

(1)
n

)"* &' &  '*- %%)$ #! 6),*)!' +) 6#$)!' &' &')
λ1 = 0

< ,)**)+)'%-8') )"* + %, % % +(5(%('() : �

� !*) +-"*'-G!*- % -%-*-#$)
P(0)

& )!* U*') +(6)$ && () +#%" $# G#") +)" 6),*)!'" &' &')"
φ(k)

P(0) =
n∑

k=1

ckφ
(k),

MP :NOFQ
)* )% 6)'*! +) MP :NO NQ

ck =

N∑

n=1

φ
(k)
n Pn(0)

P sn
, c1 =

N∑

n=1

=P s
n︷︸︸︷

φ(1)
n Pn(0)

P sn
= 1.

MP :NOHQ
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� -%"- < $# C,9B 7@,) 5 =)=+09. +) MP :NNTQ )"*
P(t)

(4.113)
= eMt ·P(0)

=

∞∑

m=0

1

m!
tmMm ·P(0)

(4.125)
=

∞∑

m=0

1

m!
tmMm ·

n∑

k=1

ckφ
(k)

=
∞∑

m=0

1

m!
tm

n∑

k=1

ckλ
m
k φ(k)

=

N∑

k=1

φ(k)cke
λkt

(4.126)
=

N∑

k=1

φ(k)eλkt
N∑

n=1

φ
(k)
n Pn(0)

P sn
.

MP :NOJQ
@% "#-* /!)

λk < 0 ∀ k = 2, . . . ,N
< ,) /!- -2&$-/!) $ .#&&' ,1) I $ .(/!-$-G') +) V#� %)E& %)%*-)$$)

lim
t→∞

P(t) = c1φ
(1) = Ps MP :NO�Q

&  !' * !*) , %+-*- % -%-*-#$)
P(0)

:J # * +,<0<@9@7= ?. 7+0)C@7@,)
P (n, 0|m, t) +! &' ,)""!" +) = #'7 6 + .!% (*#*

n
I !% (*#*

m
+#%" $) *)2&"

t
)"*  G*)%!) )% "& (,-X #%* $# , %+-*- % -%-*-#$)

Pm(0) = δn,m
< + . E ")$ %MP :NOJQ

P (n, 0|m, t) =
N∑

k=1

φ
(k)
m φ

(k)
n

P sn
eλkt.

MP :NO	Q
J# +-"*'-G!*- % �  -%*) +! &' ,)""!" #6), (*#* "*#*- %%#-')

W (n) = P sn
)"*

W (n, 0|m, t) = P sn P (n, 0|m, t) =

N∑

k=1

φ(k)
m φ(k)

n eλkt.
MP :NT�Q

0#$,!$ %" $# D ,)-7@,) ? 80B 7,-,++=907@,) +! &' ,)""!" < +(X%-) &#'
K(t) = 〈n(0)n(t)〉 − 〈n(0)〉 〈n(t)〉 . MP :NT NQ

0 22) $) &' ,)""!" )"* "*#*- %%#-')
〈n(0)〉 = 〈n(t)〉 =

N∑

n=1

nP sn =
N∑

n=1

φ(1)
n ,

MP :NTOQ
)*

〈n(0)n(t)〉 =
N∑

n,m=1

nmW (n, 0|m, t)

(4.130)
=

N∑

n,m=1

nm
N∑

k=1

φ(k)
m φ(k)

n eλkt

=
N∑

k=1

eλkt

(
N∑

n=1

nφ(k)
n

)2

,
MP :NTTQ
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� �� � N�T
#$ '" )% -%"('#%* MP :NTTQ )* MP :NTOQ +#%" MP :NT NQ

K(t) =
N∑

k=2

eλkt

(
N∑

n=1

nφ(k)
n

)2

.
MP :NTP Q

K(t)
*)%+ )E& %)%*-)$$)2 )%* 6-*) 6)'" W(' $ '"/!)

t→ ∞ < ,) /!- "-5%-X) /!) $)" , ''($#*- %"*)2&  ')$$)" +! "9"*82 ) +(,' -"")%* )E&  %)%*-)$$)2 )%* 6-*) :

� �� �� ������� � �� �

�!) $ .(/!-$-G') +(*#-$$( " -* 6('-X(  ! % % < $ .(/!#*- % 2 #�*')"") &  ""8+) !%) &' &'-(*(5(%('#$) )* ')2 #'/!#G$) � -$ )E -"*) !%) V %,*- %%)$$) +) $ .(*#* /!- )"* 2  % * %) #! , !'"+! *)2&" : �%) *)$$) V %,*- %%)$$) )"* +-*) +) J-#&!% 6 )% 2 #*1(2 #*-/!) : G% &19"-/!) < )$$)V !'%-* !% 2  +8$) + .)%*' &-) 1 '" (/!-$-G') :
�	����� ! � �� ��� �' �B**,C,)C ;B. 9. ),4 <+. ? 8=707C .C7 � ) @� .7 9 8=;B07@,) 4 0�7+.CC.
0?4 .77. B). ?@C 7+@<B 7@,) C 707@,))0@+.

P sn
7.9 9. ;B .

P sn > 0
�
n ∈ Σ

� � ,@7
f(x)

B). D ,)-7@,)C 7+@-7.4 .) 7 -,)2.: . *,B+
x ≥ 0

>
f ′′(x) > 0

? � <,+) =. @)D =+@.B+.4 .)7 *,B+
x ≥ 0

>
f(x) ≥ a ∈

� ? � 09,+C 90 D ,)-7@,)).9 9.
H(t) =

∑

n∈Σ

P sn f

(
Pn(t)

P sn

) MP :NTFQ
.C7 4 ,),7,). ?=-+,@CC0)7. 0B -,B+C ?B 7.4* C �

��!#D! ��	����� ! �� �' >$ V#!* 6 -' /!) d
dtH(t) ≤ 0

: � !' ,),- < , 22 )%� %" &#'(*#G$-' /!) &  !' * !*) "!-*) +) % 2G')" {an}n≥1

/!)$, %/!)" <  % #
∑

n,m∈Σ

P smWm,n(an − am) = 0.
MP :NTHQ

G% )F)* < MP :NTHQ )"* $# , %"(/!)%,) +-'),*) /!) $# +-"*'-G!*- %
P sm

"#*-"V#-* I $ .(/!#*- %2 #�*')"") "*#*- %%#-') < , .)"*3I3+-')
∑

n,m∈Σ

P smWm,n(an − am) =
∑

n∈Σ

an
∑

m∈Σ

(P smWm,n − P snWn,m)

︸ ︷︷ ︸
(4.12)

= 0

= 0.
MP :NTJQ

��bg[ �� [`bcf ab `cf[`bc [g[ ]b^ ech& ]
db^ cb]f`[*^ � ]f ][d [`b b` ]f gh��bc�b�gb ab^ ^hddb^ [��� [b^ i



N�P �������� � 	 � �����
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� ��������

� " %"
xn(t) = Pn(t)

P s
n

< )* ,#$,!$ %" M %  2 )**'# + .(,'-') $# +(& )%+#%,) *)2& ')$$) &#' $#"!-*)Q
d

dt
H(t) =

∑

n∈Σ

P sn
d

dt
f

(
Pn(t)

P sn

)

=
∑

n∈Σ

f ′ (xn)
∂

∂t
Pn(t)

(4.10)
=

∑

n∈Σ

f ′ (xn)
∑

m∈Σ

(Pm(t)Wm,n − Pn(t)Wn,m)

=
∑

n∈Σ

f ′ (xn)
∑

m∈Σ

Pm(t)Wm,n −
∑

n∈Σ

f ′ (xn)
∑

m∈Σ

Pn(t)Wn,m

︸ ︷︷ ︸
n↔m

=
∑

n,m∈Σ

Pm(t)Wm,n

(
f ′(xn) − f ′(xm)

)

=
∑

n,m∈Σ

P smWm,n

(
xmf

′(xn) − xmf
′(xm)

)
.

MP :NT�Q
@% V#-* 2 #-%*)%#%* $) ,1 -E

an = f(xn) − xnf
′(xn),

MP :NT	Q
+#%" MP :NTJQ : 0) ,1 -E , %+!-* I $ .-+)%*-*(

∑

n,m∈Σ

P smWm,n

(
f(xn) − f(xm) −

(
xnf

′(xn) − xmf
′(xm)

))
= 0,

MP :NP�Q
/!) $ . % #++-*- %%) I MP :NT�Q &  !'  G*)%-'

d

dt
H(t) = −

∑

n,m∈Σ

P sm︸︷︷︸
≥0

Wm,n︸ ︷︷ ︸
≥0

(
f(xm) − f(xn) − (xm − xn)f

′(xn)︸ ︷︷ ︸
>0

)
< 0.

MP :NP NQ
G% )F)* < $) '("!$*#*

f(xm) − f(xn) − (xm − xn)f
′(xn) > 0

)"* $# +(X%-*- % 2 U2 ) +) $#, %6)E -*( "*'-,*) +)
f(x)

< , 22 ) $) 2 )* )% (6-+)%,) $# X5!') P :H :
�

���� ��� ��! � �� ������ 	! � � ���#�����! ' � @ +) &$!" 7,BC 9.C 70B: C,)7 C 7+@-7.4 .) 7 *,AC@7@D C Wn,n′ > 0 ∀n, n′ � *,B+ 7,B 7. -,)?@7@,) @) @7@09.
Pn(0)

,) 0

lim
t→∞

Pn(t) = P sn.
MP :NPOQ

� 8=707 C 707@,))0@+. .C 7 09,+C B) @;B .�
J .19&  *18") +! , ' $$#-') '(,$#2 ) /!) +)" *'#%"-*- %" &!-"")%* ") &' +!-') )%*') * !*)"&#-')" + .(*#*" : G $$) )"* )% V#-* *' & ')"*'-,*-6) : J) '("!$*#* ')"*) 6'#- "- * !*) &#-' + .(*#*" )"*, %%),*() M6-# + .#!*')" (*#*"Q &#' !%) ,1#�%) +) *#!E +) *'#%"-*- % % % %!$" : 0)**) +)'%-8'), %+-*- % )"* %(,)""#-') &  !' /!) * !*)" $)" , 2& "#%*)" +! 6),*)!'

P(t)
&!-"") (6 $!)'6)'" ,)$$)" +! 6),*)!'

Ps &#' *'#%"-*- %" "!,,)""-6)" : L- )$$) % .)"* &#" ')2&$-) < $) "9"*82 )& )!* &  ""(+)' &$!"-)!'" +-"*'-G!*- %" "*#*- %%#-')" #9#%* ,1#,!%) " % G#""-% + .#**'#,*- % +), %+-*- %" -% -*-#$)" :



� 	� 	 �� ���
��
� �� � N�F
f(x)

x
0 a b

f(b)

f(a)

(b− a)f ′(a)f(b) − f(a)

� ! " P :H # � b *f�h� ��hd �`c[�_b \ h� �h[` �_b ]f gh��b� [`� ^`c[g`b ^b `cfa_[` efc
f(b)− f(a) > (b−a)f ′(a) \b` ah�g

f(b) − f(a) − (b− a)f ′(a) > 0\ f�bg [���f][`� �h� ^`c[g`b ^[
f(x)

� �b^` ef^ ^`c[g`bd b�` gh��b�b i
��!#D! ����� ��� ��! $ ������ 	! � � ���#�����! ' �#' $) *1( '82 ) �� � <

H(t)
)"* G  '3%() -%V('-)!')2 )%* )* +(,' -""#%*) < + %,

limt→∞H(t)
)E -"*) )*

limt→∞ d
dtH(t) = 0

: �#', %"(/!)%* <  % *-') +) MP :NP NQ

lim
t→∞

d

dt
H(t) = − lim

t→∞

∑

n,m∈Σ

P smWm,n

(
f(xm) − f(xn) − (xm − xn)f

′(xn)
)

= 0,
MP :NPTQ

+ . E , 22) ,1#,!% +)" *)'2 )" +) $# " 22 ) +) MP :NPTQ )"* &  "-*-V )*
P sm 6= 0

< Wm,n 6= 0
<

lim
t→∞

(
f(xm) − f(xn) − (xm − xn)f

′(xn)
)

= 0.
MP :NPP Q

J) +(6)$ && )2 )%* +) �#9$ ' $-2 -*( +)
f(xm)

)%
xm = xn

+ %%)
f(xm) = f(xn) + f ′(xn)(xm − xn) +

1

2
f ′′(xn)(xm − xn)

2, xn ∈ [xm, xn]

=⇒ f(xm) − f(xn) − (xm − xn)f
′(xn) =

1

2
f ′′(xn)︸ ︷︷ ︸
=δ>0

(xm − xn)
2, xn ∈ [xm, xn].

MP :NPFQ

J .-%(5#$-*( "*'-,*)
δ > 0

% !" )"* #""!'() &#' $ .19&  *18") +) , %6)E -*( "*'-,*) +)
f(x)

: G%-%"('#%* MP :NPFQ +#%" MP :NPP Q  %  G*-)%* #6),
xn(t) = Pn(t)

P s
n

lim
t→∞

(xm − xn) = 0

=⇒ lim
t→∞

(
Pm(t)

P sm
− Pn(t)

P sn

)
= 0

=⇒ lim
t→∞

(
Pn(t) − P sn

Pm(t)

P sm

)
= 0.

MP :NPHQ



N�H �������� � 	 � �����
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G% " 22 #%* "!' $)" (*#*"
n

#6), $# , %+-*- % +) % '2 #$-"#*- % ∑
n∈Σ Pn(t) =

∑
n∈Σ P

s
n = 1

∀ t < MP :NPHQ +)6-)%*
lim
t→∞

(
∑

n∈Σ

Pn(t)

︸ ︷︷ ︸
=1

−Pm(t)

P sm

∑

n∈Σ

P sn

︸ ︷︷ ︸
=1

)
= 0

=⇒ lim
t→∞

Pm(t)

P sm
= 1

=⇒ lim
t→∞

Pm(t) = P sm,
MP :NPJQ

,) /!- #,186) $# &')!6) :
�

� !� ���#! � !" "!&&  " %" +#%" $# &')!6) /!) $ .)E -"*)%,) +)
limt→∞H(t)

)%*'#�%)
limt→∞ Ḣ(t) = 0

: 0),- &  !''#-* U*') )% +(V#!* "-
Ḣ(t) = dH(t)/dt

% .)"* )$$)32 U2 ) &#"2  % * %) )* &'(")%*) +)"  ",-$$#*- %" $ '"/!)
t → ∞ : ; #%" ,) ,#" < $# +(2  %"*'#*- % ')"*), ''),*) I , %+-*- % +) ')2&$#,)' +#%" $# &')!6)

Ḣ(t)
&#' "# 2  9)%%) "!' !% -%*)'6#$$) +)*)2&"

τ
� 1
τ

∫ t+τ
t ds Ḣ(s) = H(t+τ)−H(t)

τ

: �

@% & )!* V#-') !% 2  +8$) + .#&&' ,1) I $ .(/!-$-G') *1)'2 -/!) /!- )"* !% #%#$ 5!) +! "), %+&'-%,-& ) +) $# *1)'2  +9%#2 -/!) : L!&& " %" /!) $ .(*#* "*#*- %%#-')
P sn = P en

" -* $ .(*#*+ .(/!-$-G') +! "9"*82 ) <  % V#-* $) ,1 -E
f(x) = x ln(x)

)* +#%" ,) ,#"
H(t) =

∑

n∈Σ

Pn(t) ln

(
Pn(t)

P en

)
.

MP :NP�Q
J# V %,*- %

H(t)
#-%"- +(X%-) # $)" &' &'-(*(" "!-6#%*)" �M-Q

H(t)
)"* "*'-,*)2 )%* +(,' -""#%*) :M--Q GE*)%"-6-*( � "-

Σa
)*

Σb
" %* +)!E "9"*82 )" -%+(& )%+#%*" M

Pn(t) = P an (t)P bn(t)
Q <  %#

H(Σa ∪ Σb) = H(Σa) +H(Σb).
MP :NP	Q

M---Q
limt→∞H(t) = 0

:
>%*' +!-" %" 9 8.) 7+,* @. ? 8=;B@9@<+.

Se
&#' $# V '2!$) !"!)$$)

Se = −kB
∑

n∈Σ

P en ln (P en) ,
MP :NF�Q

 E
kB

)"* $# , %"*#%*) +) � $*W2 #%% : @% +(X%-* #$ '" $# V %,*- % ? 8.) 7+,* @. 3,+CA=;B@9@<+.+! &' ,)""!" &#'
S(t) = −kBH(t) + Se

= −kB
(
∑

n∈Σ

Pn(t) ln

(
Pn(t)

P en

)
+
∑

n∈Σ

P en ln (P en)

)
.

MP :NF NQ
�#' $) *1( '82 ) �� � < $# V %,*- % + .)%*' &-) 1 '"3(/!-$-G') )"* 2  % * %) ,' -""#%*) < )*  %6('-X) G-)% /!)

limt→∞ S(t) = Se
:
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� �� � N�J
0)" , %"-+('#*- %" %) , %"*-*!)%* )% #!,!% ,#" !%) +(2  %"*'#*- % +) $# 6#$-+-*( +!"), %+ &'-%,-& ) +) $# *1)'2  +9%#2 -/!) < ,#' )$$)" ") G#")%* "!' !%) (6 $!*- % '(5-) &#' !%&' ,)""!" +) = #'7 6 M+(� I -''(6)'"-G $)Q )* % % &#" "!' $ .(6 $!*- % 2 -,' ", &-/!) '(6)'"-G $)+#%" $) *)2&" :





�������� �

�� � 
���������
� 
�
��

J# 2 -,' '(6)'"-G -$-*( )"* $ .-%6#'-#%,) " !" $) ')%6)'")2 )%* +! *)2&" +)" (/!#*- %" +!2  !6)2 )%* #! %-6)#! 2 -,' ", &-/!) : ;#%" ,) ,1#&-*') <  % (*#G$-* !%) , %%)E - % )%*')$ .(6 $!*- % ,$#""-/!) +(*)'2 -%-"*) )* $) &' ,)""!" "* ,1#"*-/!) /! .)$$) )%5)%+') &  !' $)"  G3")'6#G$)" 2 #,' ", &-/!)" < &!-"/!) ,) +)'%-)' )"* -%+!-* &#' $) � * 2 -,' ", &-/!) " !"3� #,)%* :J# 2 -,' '(6)'"-G -$-*( 6# #6 -' +)" -2&$-,#*- %" -2& '*#%*)" "!' $ .(6 $!*- % 2 #,' ", &-/!) <)% &#'*-,!$-)' $ .(/!-$-G') +(*#-$$( )* $)" ')$#*- %" +) @%"#5)' :R
� �
 � �� ���������� �� � ���������� ��������
� 	
	
 �� �������
� ��� �������� ��� � ����������
��

0 22)%� %" &#' + %%)' $) ,#+') 5(%('#$ +) $# +)",'-&*- % : @% , %"-+8') !% "9"*82 ) +)&#'*-,!$)" ,#'#,*('-"( &#' $)" 19&  *18")" "!-6#%*)" :M-Q J) "9"*82 ) )"* ,$#""-/!) #6),
N <∞ +)5'(" +) $-G )'*( {qk, pk}Nk=1 = ω ∈ Ω

<
Ω

(*#%*$ .)"&#,) +) &1#") :M--Q J .1#2 -$* %-)%
H(ω)

)"* "!&&  "( !%) V %,*- % &#-') +)" 2  2 )%*" , %�!5!(" {pk}Nk=1

:>$ )%5)%+') 6-# $)" (/!#*- %" +) � #2 -$* % $) � *
φt(ω)

�
φt(ω) = ω(t)

)"* $) &  -%* #!*)2&"
t
"!' $# *'#� ),* -') +#%" $ .)"&#,) +) &1#") -""!) +)

ω
#! *)2&"

t = 0
: @% #

φt=0(ω) = ω
)*
φt1+t2(ω) = φt2 (φt1(ω))

< )% &#'*-,!$-)'
φ−1
t (ω) = φ−t(ω)

: ; ) &$!" <
φt(ω)

$#-"") $ .($(2 )%* +) 6 $!2 ) +) $ .)"&#,) +) &1#") -%6#'-#%* M*1( '82 ) +) J- !6-$$)Q :M---Q @% ") + %%) !%) V#2 -$$)
x(ω) = {x1(ω), . . . , xν(ω)} +)

ν
 G")'6#G$)" 2 #,' ", 3&-/!)" : J)"

xα(ω)
<
α = 1, . . . , ν

< " %* "!&& "()" U*') +)" V %,*- %" &#-')" +)" 2  2 )%*", %�!5!(" {pk}Nk=1

:M-6 Q >$ )E -"*) !%) +-"*'-G!*- % + .(/!-$-G') -%6#'-#%*) #! , !'" +! *)2&"
P e(ω) = P e (φt(ω)) ,

MF :NQ
&#' )E)2&$)

P e(ω) = 1
Qe−βH(ω) < Q (*#%* $# V %,*- % +) &#'*-*- % :

Y�_ �hd a_ e�� ^[g[b� b` g� [d [^`b �hc��� [b� �fc^ ��^f�bc 	�������
�� \ ec[� � h& b] ab g� [d [b b� ���� i�
^ ���� [] e h^b ]b^ ecbd [bc^ *h�abd b�`^ ab ]f `�bcd ha��fd [�_b ab^ echgb^^_^ [cc��bc^[& ]b^ i �� ��h��f�`] ���eh`�
^b ab c��bc^[& [][`� ab^ e���hd 
�b^ a �[�`bcfg`[h� � ] ��g�b]]b f`hd [�_b \ gb]f ]b gh�a_[` af�^ ]b^ f���b^
���� � ] ��`f& ][^^bd b�` ab^ cb]f`[h�^ ab c�g[echg[`� �_[ ehc`b�` ^h� �hd i

N�	
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� * %" $) &' ,)""!" #6), , %+-*- % -%-*-#$) XE()
ω0

&#'
x(t, ω0) = x (φt(ω0)) .

MF :OQ
x(t, ω0)

')&'(")%*) + %, $ .(6 $!*- % *)2&  ')$$) +) $# , $$),*- % + . G")'6#G$)"
x

&  !' !%), %+-*- % -%-*-#$)
ω0

: J '"/!) $)" , %+-*- %" -% -*-#$)" " %* #$(#* -')" )* &  %+('()" &#' $#+-"*'-G!*- % + .(/!-$-G')
P e(ω)

<  %  G*-)%* !% &' ,)""!" "* ,1#"*-/!) 6),* '-)$ I
ν

+-2 )%"- %"
x(t)

#"" ,-( I ,)"  G")'6#G$)" < 1('-*( +) $# 2 (,#%-/!) < + %* $)" V %,*- %" +) +-"*'-G!*- %
�  -%*)" " %* �

W (x1, t1; . . . ,xn, tn) =

∫

Ω
dω0 P

e(ω0) δ (x1 − x(t1, ω0)) . . . δ (xn − x(tn, ω0)) .
MF :TQ

; #%" MF :TQ < $)" #'5!2 )%*" " %* $)" 6),*)!'"
xj = {xj,α}να=1

MF :P Q
)*

δ(xj − x(tj, ω0)) =
ν∏

α=1

δ (xj,α − xα(tj , ω0)) .
MF :FQ

� ("!2  %" $# % *#*- % #+ &*() �

N =
% 2G') +) &#'*-,!$)" 2 -,' ", &-/!)" <

k = 1, . . . ,N
ν =

% 2G') + . G")'6#G$)" 2 #,' ", &-/!)" <
α = 1, . . . , ν

n =
% 2G') + .#'5!2 )%*" +)

W
<

j = 1, . . . , n
:J) &' G$82 ) )"* + . G*)%-' #!*#%* + .-%V '2 #*- %" /!) &  ""-G $) "!' ,) &' ,)""!" I &#'*-'+) $# +9%#2 -/!) 2 -,' ", &-/!) " !"3� #,)%*) :=  %*' %" * !* + .#G  '+ /!) ,) &' ,)""!" )"* C707@,))0@+.: @% #

W (x, t+ τ) =

∫

Ω
dω0 P

e(ω0) δ (x − x(t+ τ, ω0))

=

∫

Ω
dω0 P

e(ω0) δ (x − x(t, ω(τ))) .
MF :HQ

�#' $) *1( '82 ) +) J- !6-$$) $# 2 )"!') +) $ .)"&#,) +) &1#") %) ,1#%5) &#" < + %,
dω0 = dω(τ),

MF :JQ
)* , 22 ) &#' $ .19&  *18") M-6 Q +) $# &#5) N�	 $# +-"*'-G!*- % + .(/!-$-G') )"* -%6#'-#%*) #!, !'" +! *)2&" < #$ '" )% -%"('#%* MF :NQ )* MF :JQ +#%" MF :HQ  %  G*-)%*

W (x, t+ τ) =

∫

Ω
dω(τ) P e(ω(τ)) δ (x− x(t, ω(τ)))

=

∫

Ω
dω0 P

e(ω0) δ (x− x(t, ω0))

= W (x, t).
MF :�Q

J# 2 U2 ) +(2  %"*'#*- % " .(*)%+ I * !*)" $)" +-"*'-G!*- %" MF :TQ : G% &#'*-,!$-)'
W (x) =

∫

Ω
dω P e(ω) δ(x − x(ω)) ≡ P e(x)

MF :	Q
)"* $# +-"*'-G!*- % + .(/!-$-G') +! &' ,)""!"

x(t)
:
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� 	
	� �� ��������� ��� �
 ��� �� �� ��� ������
�����

;)" , %"(/!)%,)" -2& '*#%*)" "!-6)%* +) $ .-%6#'-#%,) " !" $) ')%6)'")2 )%* +! *)2&" +)$# +9%#2 -/!) 2 -,' ", &-/!) : J) +.)2.+C.4 .)7 ?B 7.4* C )"* +(X%- &#' $# *'#%"V '2 #*- %
T*)$$) /!)

T



t
q

p


 =



t
q

p


 =




−t
q

−p


 MF :N�Q

)* + %,
T (ω) = ω = {(qk,−pk)}Nk=1

:
�!�� ! � �� �B**,C,)C ;B . 9 8304 @97,) @.)

H(ω)
C,@7 B). D ,)-7@,) *0@+. ?.C 4,4 .)7C -,)� B A

5B=C {pk}Nk=1

� 09,+C 9. � ,7
φt(ω)

C. 7+0)CD ,+4 . ?. 90 D 0�,) CB@20)7. C,BC 9. +.)2.+C.4 .)7?B 7.4* C �

φt (ω) = φt(ω).
MF :NNQ

��!#D! ��!�� ! � ��' 0 22)%� %" &#' 2  %*')' /!)
φt(ω) = (q(t),−p(t)) = (q(t), p(t))

MF :NOQ
)*

φt (ω) = (q(−t), p(−t)) =
(
q(t), p(t)

) MF :NTQ
"#*-"V %* I $# 2 U2 ) (/!#*- % +! 2 !6)2 )%* : G% )F)* $)" (/!#*- %" ,#% %-/!)" ∂

∂tq(t) =
∂
∂pH(q, p)

)* ∂
∂tp(t) = − ∂

∂qH(q, p)
-2&$-/!)%* * !* + .#G  '+ )% ,1#%5)#%*

p
)% −p )* !*-$-"#%*

H(q, p) = H(q,−p) = H(q, p)

∂

∂t
q = − ∂

∂p
H(q, p), − ∂

∂t
p = − ∂

∂q
H(q, p),

MF :NP Q
 ! G-)% )% ,1#%5)#%*

t
)% −t

− ∂

∂t
q =

∂

∂p
H(q, p), − ∂

∂t
p = − ∂

∂q
H(q, p).

MF :NFQ
; .#!*') &#'* < $)" , %+-*- %" -% -*-#$)" +)" +)!E *'#� ),* -')" MF :NOQ )* MF :NTQ " %* $)" 2 U2 )"

φt=0(ω) = (qk,−pk) = ω = φt=0 (ω) .
MF :NHQ

�#' , %"(/!)%* < )% 6)'*! +) $ .!%-,-*( +)" " $!*- %" +)" (/!#*- %" +) � #2 -$* %
φt (ω) = φt(ω),

MF :NJQ
,) /!- #,186) $# &')!6) :

�

� !� ���#! ��!�� ! � ��' J .-%*)'&'(*#*- % +! $)22 ) MF :NQ )"* $# "!-6#%*) : I *#%* + %%(/!)
φ−1
t = φ−t = φt

< #$ '"
φt (ω) = φt(ω) ⇐⇒ ω = φt

(
φt(ω)

)
.

MF :N�Q
J# X5!') F :N + %%) !%) -%*)'&'(*#*- % 5'#&1-/!) $# ')$#*- % MF :N�Q :
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(q,p)

t′

(q(t),p(t))

︸ ︷︷ ︸

−→
(q,−p)

(q(t),−p(t))

︸ ︷︷ ︸

−→
(q,−p)

t′>0

(q(t),−p(t))

︸ ︷︷ ︸
t′ ∈ [0,t[ t′ = t t′ ∈ ]t,2t]

φt′(ω) = (q(t′),p(t′)) φt(ω) = (q(t),−p(t)) φt(φt(ω))=ω= (q,−p)

� ! " F :N #
�h_^ eh_�h�^ []]_^`cbc �cfe� [�_bd b�` ]f cb]f`[h� 	� i�� � �_[ b^` ��_[�f]b�`b � gb]]b 	� i��� a_]bddb � i� i �h_c t′ ∈ [0, t[

h� *f[` ��h]_bc ]f gh�a[`[h� [� [` [f]b
(q,p) i �� t′ = t \ h� fee][�_b ] �he �cf`b_c

T
abcb��bc^bd b�` a_ `bde^ b` h&`[b�`

(q(t),−p(t)) = φt(ω) i �� ecb�f�` ghddb �h_�b]]b^ gh�a[`[h�^ [� [` [f]b^
φt(ω) \ h� *f[` ��h]_bc ]b ^�^`
db a_cf�`

t
�_^�_ �b�

t′ = 2t
f�bg ]b d �db �fd []`h� [b� \ `bde^ eh_c ]b�_b] h�f

φt �φt(ω)� = ω = (q,−p) i �h_c `b^`bc ] �[��fc[f�gb ^h_^ ]b cb��bc^bd b�` a_ `bde^ [] ^_� ` ah�g ab ]f[^^bc
��h]_bc ]b ^� ^`
db ^b]h� gb``b echg�a_cb b` ^ �f^^_cbc �_b ] �h� cb� [b�` f_ eh[�` [� [` [f] f_ ^[��b ab^ � [`b^^b^ec
^ i

�
G% 6)'*! +) $ .19&  *18") M---Q +) $# &#5) N�	  % #

x(ω) = x(ω)
< )* + %, $# , $$),*- %+ . G")'6#G$)"

x(t, ω0)
") *'#%"V '2 ) ")$ %

x(t, ω0)
(5.2)
= x(φt(ω0)) ��������	 
����= x(φt(ω0)) 
	��	 5.1

= x(φt(ω0))
(5.2)
= x(−t, ω0).

MF :N	Q
0#$,!$ %" +) $I $# +-"*'-G!*- % I +)!E *)2&"

W (x1, 0;x2, t)
�

W (x1, 0;x2, t) =

∫

Ω
dω0 P

e(ω0) δ (x1 − x(0, ω0)) δ (x2 − x(t, ω0))

dω0=dω0=

∫

Ω
dω0 P

e(ω0) δ (x1 − x(0, ω0)) δ (x2 − x(t, ω0))

P e(ω0)=P e(ω0)
=

∫

Ω
dω0 P

e(ω0) δ (x1 − x(0, ω0)) δ (x2 − x(t, ω0))

(5.19)
=

∫

Ω
dω0 P

e(ω0) δ (x1 − x(0, ω0)) δ (x2 − x(−t, ω0))

= W (x1, 0;x2,−t).
MF :O�Q

; .#!*') &#'* < , 22 ) $)"
W

" %* &#' +(X%-*- % "92 (*'-/!)" &#' '#&&  '* I $ .(,1#%5) +)"6#'-#G$)" {xj, tj}
<  % #

W (x1, t;x2, 0) = W (x2, 0;x1, t)
)* MF :O�Q #-%"- /!) $# "*#*- %%#'-*()%*'#�%)%* #!""-

W (x1, 0;x2, t) = W (x2, 0;x1, t).
MF :O NQ

0) " %* $)" , %"(/!)%,)" V %+#2 )%*#$)" +) $# 2 -,' '(6)'"-G -$-*( � +#%"
W (x1, 0;x2, t)

 %& )!* " -* ,1#%5)'
t
)% −t <  ! & )'2!*)' $)" #'5!2 )%*"

x1
)*

x2
:
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;) MF :O�Q )* MF :O NQ -$ "! -* $)" ')$#*- %" +) "92 (*'-) "!-6#%*)" &  !' $)" , ''($#*- %" +)" G")'6#G$)"

xα(t)

〈xα(0)xβ(t)〉 =

∫
dνx1

∫
dνx2 x1,α x2,βW (x1, 0;x2, t)

(5.20)
= 〈xα(0)xβ(−t)〉

MF :OOQ
(5.21)
= 〈xβ(0)xα(t)〉 , ∀α, β = 1, . . . , ν.

MF :OTQ
� 	
	� � ���
������ ���� ����

�!#%* #!E &' G#G-$-*(" , %+-*- %%)$$)"
P (x1, 0|x2, t)

< )$$)" "#*-"V %* $ .(/!-$-G') +(*#-$$(&#' '#&&  '* I $# +-"*'-G!*- % + .(/!-$-G')
P e(x)

�

P (x1, 0|x2, t) =
W (x1, 0;x2, t)

W (x1)

(5.21)
=

W (x2, 0;x1, t)

W (x1)

=
W (x2)

W (x1)

W (x2, 0;x1, t)

W (x2)

=
W (x2)

W (x1)
P (x2, 0|x1, t).

MF :OP Q
G% #&&$-/!#%* $ . & ('#*)!' ∂

∂t

∣∣
t=0

"!' MF :OP Q  %  G*-)%* $)" *#!E +) *'#%"-*- %
∂

∂t
P (x1, 0|x2, t)

∣∣∣∣
t=0︸ ︷︷ ︸

=W(x1|x2)

W (x1) =
∂

∂t
P (x2, 0|x1, t)

∣∣∣∣
t=0︸ ︷︷ ︸

=W(x2|x1)

W (x2).
MF :OFQ

0 22)
W (x)

)"* $# +-"*'-G!*- % + .(/!-$-G') +) $# V#2 -$$) + . G")'6#G$)" 2 #,' ", &-/!)" M6 -'MF :	QQ  % # X%#$)2 )%*
W(x1|x2)P

e(x1) = W(x2|x1)P
e(x2),

MF :OHQ
,) /!- )"* G-)% $# ')$#*- % +) $ .(/!-$-G') +(*#-$$( : J# +(2  %"*'#*- % V#-* !"#5) +)" 19&  *18")"M-Q3 M-6 Q +) $# &#5) N�	 : �  * %" /!) $) &' ,)""!"

x(t)
+)"  G")'6#G$)" 2 #,' ", &-/!)" % .)"*)% 5(%('#$ &#" 2 #'7 6-)% M6 -' $# +-",!""- % +) $ .)E)2&$) O I $# &#5) O	Q : L- * !*)V -"$# &' &'-(*( +) = #'7 6 )% )"* !%) #&&' E -2 #*- % '#-" %%#G$) < $# &' G#G-$-*( , %+-*- %%)$$)

P (x1, 0|x2, t)
 G (-'# I $ .(/!#*- % 2 #�*')"") )* $)" , %"(/!)%,)" +) $ .(/!-$-G') +(*#-$$( (*!+-()"+#%" $# "),*- % P :T ")' %* 6#$#G$)" :

� �� ������������ ����� ������ ����� �� ��������� �� �������
J# *1)'2  +9%#2 -/!) +)" &' ,)""!" -''(6)'"-G $)" &  "*!$) +)" $ -" $-%(#-')" )%*') -,B+0) 7C)* D ,+-.C 73 .+4 ,?�)04 @;B .C : ; )" )E)2&$)" " %* $)" (/!#*- %" +) *'#%"&  '* :

��� $! ��#��!� � L -*
jq

$) , !'#%* +) ,1#$)!' <
T

$# *)2& ('#*!') < X $# , %+!,*-6 -*( *1)'32 -/!) < #$ '"
jq = −X∇T.

MF :OJQ
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��� $ ��	� � L -*
je

$) , !'#%* ($),*'-/!) <
φ

$) &  *)%*-)$ ($),*'-/!) <
σ

$# , %+!,*-6 -*(($),*'-/!) < #$ '"
je = −σ∇φ.

MF :O�Q
��� $! � � � � L -*

jD
$) , !'#%* +) +-F!"- % <

C
$# , %,)%*'#*- % +) &#'*-,!$)" <

D
$#, %"*#%*) +) +-F!"- % < #$ '"

jD = −D∇C.
MF :O	Q

�#' )E *)%"- % +) $# *)'2 -% $ 5-) 2 (,#%-/!) < $)" /!#%*-*("
∇T

<
∇φ

<
∇C

< /!- )%5)%+')%*+)" +(&$#,)2 )%*" + .(%)'5-) < +) ,1#'5) )* +) 2 #*-8') " %* #&& )$()" V ',)" *1)'2  +9%#2 -/!)" :J)" , )� ,-)%*" +) &' &  '*- %%#$-*( )%*') , !'#%*" )* V ',)" " %* #&& )$(" -,.� -@.)7C ?.
7+0)C*,+7: J)" ')$#*- %" +) '(,-&' ,-*( +) @%"#5)' (*#G$-"")%* +)" $-)%" ')2 #'/!#G$)" )%*')+)" , )� ,-)%*" +) *'#%"&  '* +) %#*!') #&&#')22 )%* *'8" +-F(')%*) < , 22 ) , %+!,*-6 -*(($),*'-/!) )* *1)'2 -/!) : � !" +(6)$ &&  %" -,- $# *1( '-) 5(%('#$) < +)" )E)2&$)" , %,')*"")' %* &'(")%*(" +#%" $# "),*- % MF :TQ :� !" , %"-+(' %" !% "9"*82 ) -" $( < 2 #-" %) ") *' !6#%* &#" I $ .(/!-$-G') : �#' )E)2&$),)'*#-%)" +) ")" &#'*-)"  %* +)" *)2&('#*!')" +-F (')%*)" < +)" , %,)%*'#*- %" +-F (')%*)"  !+)" ,1#'5)" ($),*'-/!)" +-F (')%*)" : J) "9"*82 ) )"* +(,'-* &#' !%) V#2 -$$) +) 5'#%+)!'" *1)'32  +9%#2 -/!)" )E *)%"-6)"

x(ω) = (x1(ω), . . . , xν(ω))
: J)"

xα(ω)
<
α = 1, . . . , ν

< & )!6)%* ")'#&&  '*)' #!E &#'*-)" +! "9"*82 )  ! I +)" 5'#%+)!'" &19"-/!)" +-F(')%*)" < &#' )E)2&$) $)"% 2G')" +) &#'*-,!$)" )* $)" ,1#'5)" +) ,)" &#'*-)" : J)!' (6 $!*- % + %%) $-)! #! &' ,)""!"
x(t)

+(X%-" , 22 ) +#%" MF :TQ 
 : ; (X%-"" %" $)" 6#$)!'" + .(/!-$-G') &#'
xeα =

∫

Ω
dω P e(ω)xα(ω).

MF :T�Q
@% " .-%*(')"") &#' $# "!-*) #! &' ,)""!" +)" +(6-#*- %" &#' '#&&  '* I $ .(/!-$-G')

y(t) = x(t) − xe,
MF :T NQ

ye = 0.
MF :TOQ

J)" +-"*'-G!*- %" +) ,) &' ,)""!" < )%, ') % *()"
W (y1, t1; . . . ;yn, tn)

< " %* ,)$$)" +! &' 3,)""!"
x(t)

(6#$!()" )%
x = y + xe

: J) &' ,)""!" )"* "*#*- %%#-') +) 2  9)%%) %!$$) : J#+-"*'-G!*- % + .(/!-$-G')
P e(y)

)* $# &' G#G-$-*( +) *'#%"-*- %
P (y1, 0|y2, t)

%) " %* &#" )E3& $-,-*)2 )%* , %%!)" M)% &'-%,-& ) < )$$)" +)6'#-)%* U*') ,#$,!$()" I &#'*-' +)" 2  !6)2 )%*"2 -,' ", &-/!)"Q : @% 6# V#-') !% ,)'*#-% % 2G') + .19&  *18")" )% ')$#*- % #6), $# *1)'2  3+9%#2 -/!) "!' ,)" +-"*'-G!*- %" : J# *1)'2  +9%#2 -/!) #� '2 ) $ .)E -"*)%,) + .!%) V %,*- %)%*' &-)
S(x1, . . . , xν)

/!- )"* , %,#6) )* 2 #E -2 #$) &  !' $ .(*#* + .(/!-$-G') � $# 2 #*'-,) "932 (*'-/!)
S

+ .($(2 )%*"
Sαβ = − ∂2

∂xα∂xβ
S(x) = Sβα

MF :TTQ
)"* +(X%-) &  "-*-6) < )* $# , %+-*- % +) 2 #E -2!2 +) $ .)%*' &-) I $ .(/!-$-G') -2&$-/!) )%, ')

∂

∂xα
S(x)

∣∣∣∣
x=xe

= 0.
MF :TP Q

G% ')2&$#�#%*
x

&#'
y + xe

 % , %"-+(')'# +(" '2 #-"
S(y)

, 22) V %,*- % +)" +(6-#*- %"
y
:
��h_c f�h[c ab^ ��h]_`[h�^ �h� `c[� [f]b^ ab

xα(t) \ h� � ][d [�b a_ g�h[� ab^
xα(ω)

]b^ �cf�ab_c^ gh� ^bc��b^ghddb ] ���bc� [b `h`f]b h_ ]b �hd&cb `h`f] ab efc`[g_ ]b^ a_ ^� ^`
db i
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�����	�"! � �� �� �"����#���� $!" �# �#�����" $ ���#�����! '

P e(y)
.C7 ?,))=. * 0+ 90V '2!$) +) G -%"*)-%

P e(y) =
1

N e
S(y)
kB ,

MF :TFQ
02.- N B) D 0-7.B+ ?. ),+4 09@C07@,) .7

kB
90 -,)C 70)7. ?. � ,97�40)) �

�����	�"! � �� ��� �� �!" $�D ������"' �.C ?=2@07@,)C � 9 8=;B@9@<+.
y

C,) 7 D 0@<9.C� ?. C,+7.
;B 8,) * .B 7 ?=2.9,** .+

S(y)
0B 7,B+ ?.

y = ye = 0
.) <,)). 0** +,: @407@,) 0B C.-,)? ,+?+.

S(y) = Se +
1

2

ν∑

α,β=1

∂2

∂yα∂yβ
S(y)

∣∣∣∣
y=0

︸ ︷︷ ︸
=−Sαβ

yαyβ + O
(
y3
)

= Se − 1
2 〈y|S|y〉 . MF :THQ

J) *)'2 ) $-%(#-') )"* %!$ I ,#!") +) $# , %+-*- % + .(/!-$-G') MF :TP Q : ; #%" $ .(/!#*- % MF :THQ)* &#' $# "!-*)  % %(5$-5) $)" *)'2 )" + . '+') "!& ('-)!' : G% -%"('#%* MF :THQ +#%" MF :TFQ #6),$# % '2 #$-"#*- % , ''),*)  %  G*-)%* $# +-"*'-G!*- % 5#!""-)%%)
P e(y) =

√
detS

(2πkB)ν
e
− 1

2kB
〈y|S|y〉

.
MF :TJQ

L-  % ") + %%) +)" +(6-#*- %" -% -*-#$)"
y0 6= 0

< )$$)" 6 %* )% &'-%,-& ) (6 $!)' ")$ % $# $ -
〈yα(t)〉y0

=

∫
dνy yα P (y0, 0|y, t).

MF :T�Q
�����	�"! � �� �� �
�!""��� $!" �# �#�����"' �) CB** ,C. ;B. 9.C � B-7B07@,)C ,<=@CAC.)7 )% 2  9)%%) � B) C�C 764 . ?@A =+.)7@.9 9@) =0@+.

d

dt
〈yα(t)〉y0

= −
ν∑

β=1

Gαβ 〈yβ(t)〉y0
,

MF :T	Q
;B@ ?=-+@7 9. +.7,B+ � 9 8=;B@9@<+.

ye = 0
� �) =-+@7B+. 4 07+@-@.9 9.

d

dt
〈y(t)〉y0

= −G · 〈y(t)〉y0

MF :P�Q
0 90 C,9B 7@,) D ,+4 .9 9.

〈y(t)〉y0
= e−Gt · y0.

MF :P NQ
J# 2 #*'-,)

G
% .)"* )% 5(%('#$ &#" "92 (*'-/!) < )$$) 2 )* )% � )! $)" *)2&" +) ')$#E#*- %+)" +(6-#*- %" I $ .(/!-$-G') : � )2 #'/! %" /!) $) "9"*82 ) +-F (')%*-)$ V)'2 ( MF :T	Q %) +(,'-*&#" $ .(6 $!*- % )E#,*) +! &' ,)""!"

x(t)
M,)**) +)'%-8') %(,)""-*) $# , %%#-""#%,) +) * !*)"$)" , ''($#*- %" *)2&  ')$$)" "!& ('-)!')"Q < 2 #-" & )!* )% U*') !%) G  %%) #&&' E -2 #*- % &  !'+)" *)2&" )E,(+#%* $)" *)2&" ,#'#,*('-"*-/!)" +) 6#'-#*- % 2 -,' ", &-/!) :

� !' (*#G$-' !% $-)% #6), $)" (/!#*- %" +) *'#%"&  '* <  % +(X%-* $)" 5'#%+)!'" , %�!5!()"#!E /!#%*-*(" )E *)%"-6)"
xα

Fα(y) =
∂

∂yα
S(y), α = 1, . . . , ν,

MF :POQ
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/!- " %* #!""- #&& )$()" D ,+-.C 73 .+4 ,?�)04 @;B .C +#%" ,) , %*)E *) : �! 6! +) MF :THQ < ,)"V ',)" " %* $-%(#-')" +#%" $)" �!,*!#*- %"
F = −S · y, MF :PTQ

)* &#' -%6)'"- % M
S

)"* +(X%-) &  "-*-6) + %,
S−1 )E -"*)Q

y = −S−1 ·F. MF :PP Q
G% -%"('#%* MF :PP Q +#%" MF :P�Q  %  G*-)%* $)" (/!#*- %" +) *'#%"&  '* /!- ')$-)%* $# 6#'-#*- %*)2&  ')$$) +)" 5'#%+)!'" )E*)%"-6)" #!E V ',)" *1)'2  +9%#2 -/!)"

d

dt
〈y(t)〉y0

= G · S−1 〈F(t)〉y0
= L · 〈F(t)〉y0

.
MF :PFQ

J# 2 #*'-,)
L = G · S−1 MF :PHQ" .#&& )$$) 2 #*'-,) +)" -,.� -@.)7C -@)=7@;B.C: G% 5(%('#$ < $)" , )� ,-)%*" ,-%(*-/!)" %) , �%3,-+)%* &#" )E#,*)2 )%* #6), $)" , )� ,-)%*" +) *'#%"&  '* +)" (/!#*- %" &1(% 2 (% $ 5-/!)"MF :OJQ < MF :O�Q )* MF :O	Q < 2 #-" % .)% +-F 8')%* /!) &#' +)" V#,*)!'" +) &' &  '*- %%#$-*( < , 22 )$)" #&&$-,#*- %" $) 2  %*')%* M6 -' $# "),*- % F :TQ :

� ! ������" $! �� ���� ��� $! ��"�
!� � J)" ')$#*- %" +) '(,-&' ,-*( +) @%"#5)' #� '2 )%*/!) " !" $)" 19&  *18")" F :N< F :O )* F :T < $# 2 #*'-,) +)" , )� ,-)%*" ,-%(*-/!)" )"* "92 (*'-/!)
Lαβ = Lβα

:
��!#D! �� ! ������" $! �� ���� ��� $! ��"�
!� ' �6),

y0 = (y0,1, . . . , y0,ν)
<
y =

(y1, . . . , yν)
< % !" #6 %"

〈yα(0) yβ(t)〉 =

∫
dνy0

∫
dνy y0,α yβW (y0, 0|y, t)

=

∫
dνy0 y0,αW (y0)

∫
dνy yβ

W (y0, 0|y, t)
W (y0)

=

∫
dνy0 y0,αW (y0)

∫
dνy yβ P (y0, 0|y, t)

=

∫
dνy0 y0,αW (y0) 〈yβ(t)〉y0

.
MF :PJQ

@ ' &#' $ .19&  *18") F :T +) $# '(5')""- % +)" �!,*!#*- %" < $ .(/!#*- % MF :P NQ + %%) &  !'
t→ 0

〈y(t)〉y0
= e−Gt · y0 = (�− Gt) · y0 + O

(
t2
)
,

MF :P�Q
+ . E )% %(5$-5)#%* $)"  '+')" "!& ('-)!'" O (t2)

〈yβ(t)〉y0
= y0,β − t

ν∑

γ=1

Gβγ y0,γ .
MF :P	Q

G% -%"('#%* MF :P	Q +#%" MF :PJQ  % *' !6)
〈yα(0) yβ(t)〉 =

∫
dνy0 y0,α y0,βW (y0)

︸ ︷︷ ︸
=(S−1)αβ

−t
ν∑

γ=1

Gβγ

∫
dνy0 y0,α y0,γW (y0)

︸ ︷︷ ︸
=(S−1)γα

=
(
S−1

)
αβ

− t
(
G · S−1

)
βα
.

MF :F�Q
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� !' (*#G$-' MF :F�Q < % !" #6 %" !*-$-"( $) V#-* /!) $# +-"*'-G!*- %

W (y) = P e(y0)
)"* 5#!"3"-)%%) M6 -' MF :TJQQ < + %, /!) "# , 6#'-#%,) )"* + %%() &#' $)" ($(2 )%*" +) $# 2 #*'-,) -%6)'")+) $# V '2 ) /!#+'#*-/!) M6 -' MO :JNQQ : ; .#!*') &#'* < )% -%*)'6)'*-""#%* $)" -%+-,)"

α
)*
β

+#%"MF :F�Q
〈yβ(0) yα(t)〉 =

(
S−1

)
βα

− t
(
G · S−1

)
αβ
.

MF :F NQ

 -%#$)2 )%* < !%) , %"(/!)%,) +) $# 2 -,' '(6)'"-G -$-*( )"* $# ')$#*- % MF :OTQ

〈yα(0) yβ(t)〉 = 〈yβ(0) yα(t)〉 , MF :FOQ
/!- & )'2 )* + .(5#$)' MF :F�Q )* MF :F NQ < )* #6),

Sαβ = Sβα
 % )% *-')

(
G · S−1

)
αβ︸ ︷︷ ︸

(5.46)
= Lαβ

=
(
G · S−1

)
βα︸ ︷︷ ︸

(5.46)
= Lβα

,
MF :FTQ

,) /!- #,186) $# &')!6) :
�

� !� ���#! � #&& )$ %" /!) $# +(X%-*- % MF :O NQ # (*( (*#G$-) " !" $ .19&  *18") /!) $)" 5'#%3+)!'"
xα(ω) = xα(ω)

)* $ .1#2 -$* %-)%
H(ω) = H(ω)

" %* -%6#'-#%*)" " !" $) ')%6)'")2 )%*+! *)2&"
ω → ω

: 0),- "!&&  ") $ .#G")%,) +) ,1#2& 2 #5%(*-/!) : G% &'(")%,) + .!% ,1#2&2 #5%(*-/!)
B

< $ .1#2 -$* %-)% /!- +(& )%+ +) $# , 2G-%#-" %
v = p− eA

M#6),
B = ∇ ∧A

Q# $# "92 (*'-)
H(ω,B) = H(ω,−B)

: ; ) &$!" <  % & )!* , %"-+(')' +)" 5'#%+)!'"
xα(ω)

<, 22 ) &#' )E)2&$) $)" , !'#%*" &' &  '*- %%)$" #!E 6-*)"")" < /!- ,1#%5)%* +) "-5%) " !" $)')%6)'")2 )%* +! *)2&" : @% (,'-'# )% 5(%('#$
xα(ω) = εαxα(ω).

MF :FPQ
εα = ±1

")$ % /!)
xα(ω)

)"* &#-'  ! -2&#-' +#%" $)" 6-*)"")" : @% $#-"") $) $),*)!' 6('-X)'/!) $# V '2 ) 5(%('#$) +)" ')$#*- %" +) '(,-&' ,-*( +)6-)%*
Lαβ(B) = εαεβLβα(−B).

MF :FFQ
�

� �� ����� �� � ���� ����� ��� ���������
J# *1( '-) +) @%"#5)' 2  %*') "# &!-""#%,) +#%" +)" #&&$-,#*- %" "& (,-X/!)" : � !" -$$!"3*' %" $# +(2 #',1) I "!-6') &  !' $ .#&&$-/!)' , ''),*)2 )%* +#%" $ .)E)2&$) +) $ .)F )* *1)'2  3($),*'-/!) :J) "9"*82 ) V)'2 (

Σ = Σ1 ∪ Σ2
(*!+-( )"* ",1(2 #*-"( &#' $# X5!')

5.2
: >$ ") , 2&  ") +)+)!E � %,*- %"

Σ1
)*

Σ2
)%*') +)!E 2(*#!E

A
)*
B

: J) ,-',!-* V '2 ( +)" +)!E 2(*#!E
A

)*
B

& )!* U*') " -*  !6)'* " -* V)'2 ( 5'�,) I !% -%*)''!&*)!'
C

: J .(*#* +)
Σi

)"* ,#'#,*('-"( &#'$ .(%)'5-) -%*)'%)
Ui

)* $# ,1#'5)
Qi

:
Σi

)"* 2 #-%*)%! I !%) *)2& ('#*!')
Ti

)* " !2 -" I !%&  *)%*-)$ ($),*'-/!)
φi

: J '"/!)
Σ

% .)"* &#" I $ .(/!-$-G') < -$ & )!* 9 #6 -' *'#%"V)'* + .(%)'5-))* +) ,1#'5) )%*') ")" &#'*-)"
Σ1

)*
Σ2

:



NN� �������� � 	 �� 
 ���
�� ������ �� � ��

Σ1 Σ2

U1 Q1

T1 φ1

U2 Q2

T2 φ2

�

� �

�

� ! " F :O # Zg��df a_ ^� ^`
db eh_c ] ��`_ab ab ] �b)b` `�bcd h��]bg`c[�_b i
M-Q �+,B2.+ 90 D ,)-7@,) ? 8.) 7+,* @. .7 @?.)7@� .+ 9.C 5 +0)?.B+C xα * .+7@).)7.C ?,)7 .9 9.?=* .)? � L -)%* ')"& ),*-6)2 )%*

S
<
Q

)*
U

$ .)%*' &-) < $# ,1#'5) )* $ .(%)'5-) -%*)'%) +!"9"*82 )
Σ
: J .)E *)%"-6-*( -2& ")





S = S1 + S2,
Q = Q1 +Q2,
U = U1 + U2.

MF :FHQ
0 22)

Σ = Σ1 ∪ Σ2
)"* V)'2 ( < $)" 5'#%+)!'" * *#$)"

Q
)*
U

" %* , %")'6()" < + %,
dQ = dU = 0.

MF :FJQ
J# 6#'-#*- % + .(%)'5-) +)

Σi
)"*

dUi = Ti dSi + φi dQi,
MF :F�Q

)* &#' MF :FHQ  % #
dS = dS1 + dS2

< + %, #6), MF :F�Q
dS =

1

T1
dU1 −

φ1

T1
dQ1 +

1

T2
dU2 −

φ2

T2
dQ2.

MF :F	Q
K ,#!") +)" $ -" +) , %")'6#*- % MF :FJQ < $)" 6#'-#*- %" +)

U1
)*
U2

M
Q1

)*
Q2

Q %) " %*&#" -%+(& )%+#%*)" : @% #
dU2 = −dU1

)*
dQ2 = −dQ1

< + %, MF :F	Q +)6-)%*
dS =

(
1

T1
− 1

T2

)
dU1 +

(
φ2

T2
− φ1

T1

)
dQ1.

MF :H�Q
@% 6 -* /!) +#%" $# % *#*- % +! V '2 #$-"2 ) 5(%('#$

S = S(x1, x2)
+(& )%+ +) +)!E6#'-#G$)" /!) $ . % & )!* -+)%*-X)' I

x1 = U1,
MF :H NQ

x2 = Q1.
MF :HOQ

M--Q �+,B2.+ 9.C D ,+-.C 73 .+4 ,?�)04 @;B.C
Fα

� �&&$-/!#%* $# +(X%-*- % MF :POQ I MF :H�Q <)$$)" " %*
F1 =

∂

∂x1
S(x1, x2)

(5.60)
=

1

T1
− 1

T2
,

MF :HTQ
F2 =

∂

∂x2
S(x1, x2)

(5.60)
=

φ2

T2
− φ1

T1
.

MF :HPQ
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M---Q �+,B2.+ 9.C =;B07@,)C ?B 4,B2.4 .)7� J)" (/!#*- %" +! 2  !6)2 )%* MF :PFQ +(X%-"3"#%* $# 2 #*'-,)

L
+)" , )� ,-)%*" ,-%(*-/!)" " %*�

d

dt
x(t) = L · F(t),

MF :HFQ
+ %, #6), $)" (/!#*- %" MF :H NQ I MF :HPQ  %  G*-)%* $# V '2 ) )E&$-,-*)

U̇1 = L11 F1 + L12 F2 = L11

(
1

T1
− 1

T2

)
+ L12

(
φ2

T2
− φ1

T1

)
,

MF :HHQ
Q̇1 = L21 F1 + L22 F2 = L21

(
1

T1
− 1

T2

)
+ L22

(
φ2

T2
− φ1

T1

)
,

MF :HJQ
#6),

L12 = L21
&#' $) *1( '82 ) +) '(,-&' ,-*( +) @%"#5)' :

�%!� �!!� ! � � 0)* )F)* 2  %*') /! .!% (,#'* +) *)2& ('#*!')
∆T

)%5)%+') !% (,#'* +)&  *)%*-)$ ($),*'-/!)
∆φ

: 0 %"-+(' %" $)" "9"*82 )"
Σ1

)*
Σ2

)% (/!-$-G') *1)'2 -/!) I *)2 3& ('#*!')
T1 = T2 = T

)% #G")%,) +) &  *)%*-)$
φ1 = φ2 = 0

: ;  %% %" 2 #-%*)%#%* !% & )*-*(,#'* +) *)2&('#*!')
∆T

)% 2 #-%*)%#%* $) ,-',!-*  !6)'* +) *)$$) " '*) /!)
Q̇1 = 0

: �  * %"
∆T = T2 − T1

<
∆φ = φ2 − φ1

< )* $-%(#'-" %" * !*)" $)" /!#%*-*(" 6-"3I36 -" +)" +(6-#*- %" I$ .(/!-$-G')
1

T1
− 1

T2
=

T2 − T1

T1T2
' ∆T

T 2
,

MF :H�Q
#-%"- /!)

φ2

T2
− φ1

T1
' 1

T 2
(T1φ2 − T2φ1) = −∆T

T 2
φ+

1

T
∆φ =

1

T
∆φ

MF :H	Q
&!-"/!)

φ = 0
I $ .(/!-$-G') : G% -%"('#%* MF :H	Q )* MF :H�Q +#%" MF :HJQ  %  G*-)%*

0 = L21
∆T

T 2
+ L22

∆φ

T
,

MF :J�Q
+ . E

∆φ = −L21

L22

∆T

T
= a∆T.

MF :JNQ
J) , )� ,-)%*

a = −L21

L22

1

T

MF :JOQ
)"* +-* -,.� -@.)7 � ..<.-1 : MF :JNQ 2  %*') + %, /! .-$ ") ,'() !%) +-F (')%,) +) &  *)%*-)$ #!EG  '%)" &' &  '*- %%)$$) I

∆T
< ,) /!- )"* 9 8.A .7 � ..<.-1 :

�%!� �! ���!� � 0)* )F)* 2  %*') /! .!% , !'#%* ($),*'-/!) " .#,, 2&#5%) + .!% *'#%"V)'* +),1#$)!' : @% 2 #-%*-)%* $)" *)2& ('#*!')" (5#$)"
∆T = 0

< + %,
T1 = T2 = T

: @% V)'2 ) $),-',!-* )% -%*' +!-"#%* !%) G#**)'-) )%*') $)" +)!E G  '%)" /!- &' +!-* !% , !'#%*
Q̇1

: J)'#&&  '* +)" (/!#*- %" MF :HHQ )* MF :HJQ + %%) #$ '"
U̇1

Q̇1

=
L12

L22
,

MF :JTQ

� [b� �� [abddb�` \ [g[ x(t)

b`
F(t)

a�^[��b�` ]b^ �f]b_c^ d h�b��b^ ghddb af�^ 	� i��� \ b` �h� ]b echgb^^_^]_[�d �db i
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+ %,
U̇1 =

L12

L22
Q̇1 = b Q̇1.

MF :JPQ
J) , )� ,-)%*

b =
L12

L22

MF :JFQ
)"* #&& )$( -,.� -@.) 7 C .97@.+ : � -%"- <  % 6 -* +) MF :JPQ /!) $) , !'#%* ($),*'-/!) " .#,, 2&#5%)+ .!% *'#%"V)'* +) ,1#$)!'

U̇1
< ,) /!- )"* 9 8.A .7 C .97@.+ :J # ')$#*- % +) @%"#5)'
L12 = L21

-2&$-/!) #! 6! +) MF :JFQ )* MF :JOQ
b = −aT, MF :JHQ

,) /!- )"* $# +.907@,) ?. �3,4 C,) : 0)**) ')$#*- % )"* ')2 #'/!#G$) ,#' )$$) 2 )* )% '#&&  '* +)"&1(% 2 8%)" M*'#%"&  '* +) ,1#$)!' )* *'#%"&  '* ($),*'-/!)Q /!- " %* I &'- '- +) %#*!') , 2 3&$8*)2 )%* +-F (')%*) : G $$) (*#-* , %%!) )E& ('-2 )%*#$)2 )%* +8" $)
19�� 	

"-8,$) < )* $) &19"-,-)%G'-*#%%-/!) + : �1 2 " % M+)6)%! &#' $# "!-*) J '+ 4)$6-% MN�OP3 N	�JQQ )% #6#-* &' &  "(!%) +('-6#*- % M2 #-" "!' +)" G#")" )'' %()"Q )% N�FP :
� !� ���#!"

M-Q L-  % %) &')%+ )% , 2&*) /!) $)" &1(% 2 8%)" *1)'2 -/!)" < MF :HHQ ") '(+!-* I
U̇1 =

L11

T 2
(T2 − T1)

MF :JJQ
#! &')2 -)'  '+') +#%" $)" +(6-#*- %" �  %  G*-)%* &'(,-"(2 )%* $# $ - +) 
 !'-)' MF :OJQ :
G% )F)* < -$ V#!* -+)%*-X)'

T2 − T1
#! 5'#+-)%* +) *)2& ('#*!') )%*') $)" +)!E "9"*82 )"6 -"-%"

Σ2
)*

Σ1
< )*

U̇1
I −jq

$) , !'#%* +) ,1#$)!' +)
Σ2

I
Σ1

: � -%"- < $# , %+!,*-6 -*(*1)'2 -/!) )"* ')$-() #! , )� ,-)%* ,-%(*-/!)
L11

&#' X = L11

T 2

:;) 2 U2 ) & !' !% *'#%"&  '* ($),*'-/!) < MF :HHQ + %%)
Q̇1 =

L22

T
(φ2 − φ1),

MF :J�Q
/!- , 2&#'( I $# $ - + .@12 MF :O�Q , %+!-* I

σ = L22
T

:
M--Q @% & )!* #6 -' +)!E *9& )" + .#,*- %" "!' $) "9"*82 ) : @% & )!* #2 )%)' $)" 5'#%+)!'"

xI +)" 6#$)!'" 1 '" (/!-$-G')
x0 6= xe

#! *)2&" -%-*-#$
t = 0

)* )E#2 -%)' $# ')$#E#*- %
y(t) = x(t) − xe

+)" +(6-#*- %" I $ .(/!-$-G') 5 !6)'%()" &#' MF :T	Q : @% & )!* #!""-" !2 )**') $) "9"*82 ) I +)" V ',)" ")$ % MF :PFQ )* ,'()' #-%"- !% '(5-2 ) "*#*- %%#-')1 '" (/!-$-G') #6), , !'#%*" % % %!$" , 22 ) +#%" $ .)F )* �)$*-)' : ;! &  -%* +) 6!) +)$# +9%#2 -/!) $-%(#'-"() +)"  G")'6#G$)" 2 #,' ", &-/!)" < $) "9"*82 ) %) V#-* #!,!%)+-"*-%,*- % )%*') ,)" +)!E "-*!#*- %" :
�
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 77)'3� $#%,7 < /!- +(,'-* $) 2  !6)2 )%* #$(#* -') + .!%) &#'*-,!$) "-%5!$#3'-"() M&#'*-,!$) *)"*Q +#%" $) �!-+) /!- �  !) $) '� $) +) *1)'2  "*#* : ; #%" ,)" ,-', %"*#%,)" <$# *)2& ('#*!') )"* +(X%-) I &'- '- , 22 ) ,)$$) +! *1)'2  "*#* < )* $# ')$#E#*- % )"* +!) #!*'#%"V)'* + .(%)'5-) +-""-& () +#%" ,) *1)'2  "*#* : L!' $) &$#% 2 #*1(2 #*-/!) < $)" (/!#*- %"M
 77)'3� $#%,7 < 2 #�*')"")Q /!- '(5-"")%* $ .(6 $!*- % +) $# +-"*'-G!*- % +) &' G#G-$-*( +#%"!%) *)$$) "-*!#*- % " %* $-%(#-')" :J# "-*!#*- % +(,'-*) &#' $ .(/!#*- % +) � $*W2 #%% )"* * !*3I3V#-* +-F (')%*) : >$ " .#5-* + .(*!3+-)' $# +9%#2 -/!) + .!% "9"*82 ) D .+4 = M"#%" (,1#%5) + .(%)'5-) #6), !% )%6-' %%)2 )%*Q, %"*-*!( + .!% 5'#%+ % 2G') +) &#'*-,!$)" : 0) &' G$82 ) )"* G )#!, !& &$!" +-� ,-$) &!-"3/! .I $# &$#,) + .!%) ")!$) &#'*-,!$) *)"* < -$ )"* %(,)""#-') +) *'#-*)' "!' $) 2 U2 ) &-)+

N&#'*-,!$)" -+)%*-/!)" M
N � 1

Q < )* $)" 2 (,#%-"2 )" +) +-""-&#*- % " %* -%*)'%)" #! "9"*82 )+) ,)"
N

&#'*-,!$)" : 0 .)"* J!+H -5 � $*W2 #%% MN�PP3 N	�HQ /!- $) &')2 -)' # &' &  "( )% N�JO"# V#2 )!") (/!#*- % +(,'-6#%* $ .(6 $!*- % + .!% 5#W +-$!( +#%" !%) )%,)-%*) *1)'2 -/!)2 )%*-" $() : J)" ")!$)" -%*)'#,*- %" " %* $)" , $$-"- %" G-%#-')" )%*') &#'*-,!$)" 5 !6)'%()" &#'!% & *)%*-)$ +) &#-')"
V (ri − rj)

+) , !'*) &  '*() :R ; #%" ,) ,1#&-*') % !" % !" G  '% %"I &'(")%*)' $# +('-6#*- % +) $ .(/!#*- % )% *)'2 )" &19"-/!)" "-2&$)" < "!-6#%* $)" $-5%)" /!)
� $*W2 #%% # *'#,()" < )* I )% + %%)' /!)$/!)" , %"(/!)%,)" ($(2 )%*#-')" : J) +(6)$ && )2 )%*, 2&$)* +) $# *1( '-) #-%"- #2  ',() < $# *1( '-) ,-%(*-/!) < %(,)""-*)'#-* !% #!*') , !'" : J#*1( '-) +) � $*W2 #%% < 2 #$5'( $)" ,'-*-/!)" /!- $! -  %* (*( #+')""()" < 5#'+) +) % " � !'""# V '2 ) -%-*-#$) )* "# 6#$)!' +) &#'#+-52 ) &  !' $)" /!)"*- %" * !,1#%* #!E &' G$82 )" +)*'#%"&  '* :

� !' $# "-2&$-,-*( +) $ .)E& "( < % !" , %"-+(' %" !% 5#W 2  % #* 2 -/!) � $)" #* 2 )" " %*#""-2 -$(" I +)" &#'*-,!$)" &  %,*!)$$)" +) 2 #"")
m

+ %* $# +9%#2 -/!) )"* +(,'-*) &#' $#2 (,#%-/!) ,$#""-/!) : J# /!#%*-*( "!' $#/!)$$) &  '*) $ .(/!#*- % +) � $*W2 #%% )"* $# +)%"-*(
f(r,v, t)

+#%" $ .)"&#,) +) &1#") < , .)"*3I3+-')
f(r,v, t) d3rd3v

)"* $) % 2G') +) &#'*-,!$)"
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+) 6-*)"")
v

+#%"
d3v

/!- ") *' !6)%* )%
d3r

,)%*'( )%
r

#! *)2&"
t
< #6), $# % '2 #$-"#*- %

∫

Λ
d3r

∫S
3

d3v f(r,v, t) = N
MH :NQ

 E
N

)"* $) % 2G') * *#$ +) &#'*-,!$)" < )* $ .-%*(5'#$) "&#*-#$) &  '*) "!' $) 6 $!2 )
Λ

+!"9"*82 ) :L -)%* {ri(t, ω),vi(t, ω)}Ni=1

$)" ,  '+ %%()" +)" &#'*-,!$)" #! *)2&"
t

M$) � * 1#2 -$3* %-)% Q , '')"&  %+#%* I $# , %+-*- % -%-*-#$)
ω = {ri,vi}Ni=1

< )*
µ(ω)

$# +-"*'-G!*- % +)", %+-*- %" -% -*-#$)" : J# +)%"-*( #! *)2&"
t
)"* +(X%-) &#'

f(r,v, t) =

∫
dω µ(ω)

N∑

i=1

δ(r − ri(t, ω)) δ(v − vi(t, ω)).
MH :OQ

� *') &' G$82 ) )"* + .(*#G$-' !%) (/!#*- % + .(6 $!*- % &  !'
f(r,v, t)

:
� �� ��������� ��� ���������� ��� ���� ����

L!&&  " %" /!) $)" &#'*-,!$)" ") 2 )!6)%* -%+(& )%+#22)%* $)" !%)" +)" #!*')" +#%" !%,1#2& +) V ',) )E*('-)!'
F(r)

< + %,
m

d

dt
vi(t) = F(ri(t)).

MH :TQ
J# , %*'-G!*- % + .!% *)'2 ) +) $# " 22 ) MH :OQ I $# 6#'-#*- % +)

f(r,v, t)
)"*

∂

∂t

∫
dω µ(ω) δ(r − ri(t, ω)) δ(v − vi(t, ω))

=

∫
dω µ(ω)

(
∂

∂t
δ(r − ri(t, ω))

)
δ(v − vi(t, ω))

+

∫
dω µ(ω) δ(r − ri(t, ω))

(
∂

∂t
δ(v − vi(t, ω))

)
.
MH :P Q

� *-$-"#%* M %  2 )* + .(,'-') $ .#'5!2 )%*
ω

+#%" $# "!-*)Q
∂

∂t
δ(r − ri(t)) =

d

dt
ri(t) · ∇ri(t)δ(r − ri(t))

= −vi(t) · ∇rδ(r − ri(t)),
MH :FQ

∂

∂t
δ(v − vi(t)) =

d

dt
vi(t) · ∇vi(t)δ(v − vi(t))

(6.3)
= −F (ri(t))

m
· ∇vδ(v − vi(t)),

MH :HQ
)* -%"('#%* MH :FQ )* MH :HQ +#%" MH :P Q  % #

∂

∂t

∫
dω µ(ω) δ(r − ri(t, ω)) δ(v − vi(t, ω))

= −
∫

dω µ(ω)vi(t) · (∇rδ(r − ri(t))) δ(v − vi(t))

−
∫

dω µ(ω)
F (ri(t))

m
· (∇vδ(v − vi(t))) δ(r − ri(t)),
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;#%" ,)" -%*(5'#$)" <

ri(t)
)*

vi(t)
& )!6)%* U*') -+)%*-X(" I

r
)*

v
I ,#!") +)" V %,*- %"

δ
: 
 -%#$)2 )%* )% " 22 #%* "!'

i = 1, . . . ,N
& !' ')*' !6)'

f(r,v, t)
+ %%( &#' MH :OQ  % G*-)%*

∂

∂t
f(r,v, t) + v · ∇rf(r,v, t) +

F(r)

m
· ∇vf(r,v, t) = 0.

MH :�Q
L-  % ") ')&  '*) I $ .(/!#*- % +) 4'#2 )'" MT :HFQ )* /!) $ . % 9 %(5$-5) $ .)F )* +)

IP
+! �!-+)"!' $# &#'*-,!$) *)"* <  % 6 -* /!)

P
� !) $) 2 U2 ) '� $) /!)

f
+#%" MH :�Q MI $# % '2 #$-"#*- %&'8"Q )*  G (-* I $# 2 U2 ) (/!#*- % < +!) #! � * -%+!-* &#' $) 2  !6)2 )%* +)" &#'*-,!$)"-%+(& )%+#%*)" :
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�� �� ��� �������

� !' &')%+') )% , 2&*) $ .)F)* +)" -%*)'#,*- %" )%*') $)" &#'*-,!$)" <  % -%*' +!-* (5#$)32 )%* !% "), %+ 2 )2G') I $ .(/!#*- % MH :�Q " !" $# V '2 )
∂

∂t
f(r,v, t) + v · ∇rf(r,v, t) +

F(r)

m
· ∇vf(r,v, t) =

∂

∂t
f(r,v, t)

∣∣∣∣�
�

����

� ,
MH :	Q

#6), ∂
∂tf(r,v, t)

∣∣�
�

����

� $) *)'2 ) + %%#%* $) ,1#%5)2 )%* +)
f

+� #!E , $$-"- %" : 0 22)%*(6#$!)' ,) % !6)#! *)'2 ) 	 J)" #'5!2 )%*" /!- 6 %* "!-6') ')&  ")%* "!' ,)'*#-%)" 19&  *18")"6#$#G$)" &  !' $)" 5#W +-$!(" : � !' !% 5#W + .1($-!2 I *)2& ('#*!') #2G-#%*) )* &')""- %#*2  "&1('-/!) <  % # $)" + %%()" "!-6#%*)"
# & '*() +) $# V ',) -%*)'#* 2 -/!)

a ∼ 3 �# +-"*#%,) )%*') +)!E &#'*-,!$)" 6 -"-%)
λ ∼ 30 �# 6-*)"") 2  9)%%) + .!% #* 2 )

v ∼ 1000
2 �"

# $-G') &#', !'" 2  9)%
l ∼ 1500 � :J) '#&&  '* +) $# +!'() 2  9)%%) + .!%) , $$-"- % a

v

I ,)$$) +! *)2&" +) 6 $ 2  9)%
τ = l

v

/!-" .(, !$) )%*') +)!E , $$-"- %"
a/v

l/v
∼ 2 · 10−3 MH :N�Q

+ %%) $# V'#,*- % +! *)2&" +!'#%* $#/!)$$) !%) &#'*-,!$) )"* )% , !'" +) , $$-"- % � $) V#-*/!) ,)**) V'#,*- % )"* & )*-*) 2  *-6) $)" #&&' E -2 #*- % "!-6#%*)" �M-Q L)!$)" $)" , $$-"- %" G-%#-')" " %* &'-")" )% , 2&*) : J)" "-*!#*- %"  E &$!" +) +)!E&#'*-,!$)" " %* "-2!$*#%(2 )%* +#%" !% '(5-2 ) + .-%*)'#,*- % , 22!% " %* '#')" )*%(5$-5)#G$)" :M--Q ; )!E &#'*-,!$)" +) &  "-*- %
r(t)

)*
r1(t)

% .)%*')%* )% -%*)'#,*- % /!) "- |r(t)−r1(t)| ≤
a
: 0 22)

a
)"* G )#!, !& &$!" & )*-* /!) $ .(,1)$$) +) 6#'-#*- %

λ
+) $# +)%"-*( )$$)32 U2 ) <  % #+2 )**'# /!) +)!E &#'*-,!$)" % .)%*')%* )% , $$-"- % /!) "- )$$)" ") *' !6)%*#! 2 U2 ) &  -%*

r
#! 2 U2 ) *)2&"

t
:M---Q J) % 2G') +) &#-')" +) &#'*-,!$)" +) 6-*)"")"

v
)*

v1
/!- )%*')%* )% , $$-"- % +#%" !%6 $!2 ) + .)E*)%"- %

d3r
,)%*'( )%

r
)"* #&&' E -2 ( &#'

f(r,v, t)f(r,v1, t) d3rd3v d3v1
:0)**) +)'%-8') 19&  *18") )"* #&& )$() �-30,C 4,9=-B 90@+.� M ! �L* ""W#1$#%"#*W� V '2!$(&#' � $*W2 #%% Q : G% * !*) '-5!)!' ,) % 2G') +) &#-')" )"* + %%( &#' !%) V %,*- % +)+-"*'-G!*- % �  -%*) +)" 6-*)"")"

f(r,v,v1, t) d3r
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%) *-)%* &#" , 2&*) +)" , ''($#*- %" +)" 6-*)"")" +)" &#'*-,!$)" /!- )%*')%* )% , $$-"- % � % #+2 )* &#' )E)2&$) /! .I ,#!") +) $# V#-G $) +)%"-*( < $)" , ''($#*- %" -%*' +!-*)" &#' +)"'), $$-"- %" )%*') 2 U2 )" &#'*-,!$)" " %* %(5$-5)#G$)" :� !" #$$ %" V#-') !% ,#$,!$ #&&' ,1( +) ∂
∂tf
∣∣�

�

����
� " !" ,)" 19&  *18")" :

� 	� 	� � ���������� � �
�� �� �������

0 %"-+(' %" +)!E &#'*-,!$)" +) 6-*)"")"
v

)*
v1

#6), !% &  *)%*-)$ + .-%*)'#,*- % '#+-#$
V (|r− r1|)

)* /!- "!G-"")%* !%) , $$-"- % < #6), 6-*)"")" X%#$)"
v′ )* v′

1

')"& ),*-6)2 )%* M6 -'$# X5!') H :NQ :
'

'

v

v

v1

v1

r(t)

r1(t)

� ! " H :N # �h]][^[h� b�`cb ab_� efc`[g_]b^ ab � [`b^^b^ [� [` [f]b^
v \ v1

b` ab � [`b^^b^ ��f]b^
v′ \ v′

1

cb^e bg`[�b�db�` i �b^ efc`[g_ ]b^ ab `cf� bg`h[cb^ cb^e bg`[�b^
r(t)

b`
r1(t)

[�`bcf� [^^b�` efc ] �[�`bcd �a[f[cb a �_� eh`b�`[b]gb�`cf]
V (|r− r1|) \ ah�` ]f c�� [h� a �[�`bcfg`[h� `b]]b �_b

V (|r − r1|) 6= 0
f �`� cbec�^b�`�b b� *h�g� i

>$ )"* !*-$) +) +(,'-') $) &' ,)""!" +#%" $) '(V(')%*-)$ +) ,)%*') +) 2 #"") I $ .#-+) +)",  '+ %%()" ')$#*-6)" �

6-*)"") +! ,)%*') +) 2 #"") �
V = 1

2 (v + v1)6-*)"") ')$#*-6) �
u = v1 − v& "-*- % ')$#*-6) �
ρ = r1 − r2#"") '(+!-*) �
µ = 1

2m

MH :NNQ

; #%" $) '(V(')%*-)$ +! ,)%*') +) 2 #"")  % & )!* , %"-+(')' $) &' G$82 ) (/!-6#$)%* +) $# +-F!3"- % + .!%) &#'*-,!$) +) 6-*)"")
u

&#' $) &  *)%*-)$ '#+-#$
V (|ρ|) : @% # $)" $ -" +) , %")'6#*- %+) $# ;B0) 7@7= ?. 4 ,B2.4 .)7

v + v1 = v′ + v′
1,

MH :NOQ
)* +) 9 8=) .+5 @.

|v|2 + |v1|2 = |v′|2 + |v′
1|2,

MH :NTQ
/!- + %%)%* P ')$#*- %" )%*') $)" 6-*)"")" : ;#%" $) '(V(')%*-)$ +! ,)%*') +) 2 #"") < )% ')2 #'3
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/!#%* /!) $# $ - +) , %")'6#*- % MH :NTQ + %%)

|v + v1|2 = |v′ + v′
1|2

=⇒ |v|2 + |v1|2 + 2v · v1 = |v′|2 + |v′
1|2 + 2v′ · v′

1

=⇒ v · v1 = v′ · v′
1

=⇒ |v|2 + |v1|2 − 2v · v1 = |v′|2 + |v′
1|2 − 2v′ · v′

1

=⇒ |v − v1|2 = |v′ − v′
1|2,

MH :NP Q
+ %, $ .(/!-6#$)%* +)" ')$#*- %" MH :NOQ )* MH :NTQ )"*

V = V′,
MH :NFQ

|u| = |u′|. MH :NHQ
J# ')$#*- % MH :NFQ "-5%-X) /!) $) ,)%*') +) 2 #"") )"* )% *'#%"$#*- % !%-V '2 ) < *#%+-" /!) &  !'MH :NHQ $ .(%)'5-) ')$#*-6) M ! $) 2  +!$) +) $# 6-*)"") ')$#*-6)Q )"* , %")'6() : J) &1(% 2 8%)+) +-F!"- % +#%" $) '(V(')%*-)$ +! ,)%*') +) 2 #"") )"* -$$!"*'( &#' $# X5!') H :O : >$ , %"-"*)!%-/!)2 )%* )% !% ,1#%5)2 )%* +) +-'),*- % +) $# 6-*)"") ')$#*-6) :

'

A

u

u

|u|dt

ϕ

θ

z

Ω = (θ, ϕ)

� ! " H :O # ����hd 
�b ab a[)_^[h� af�^ ]b gb�`cb ab d f^^b i �f ^_c*fgb
A

b^` a��� [b ghddb �`f�` e bce b��a[g_ ]f[cb �
u \ b` ] �f�� ]b ^h][ab b^` ah��� efc

Ω = (θ, ϕ) i
L- $# 6-*)"") -%,-+)%*)

u
)"* XE() )* +(X%-* $ .#E)

z
< $# 6 -*)"") #&'8" +-F!"- %

u′ =
(|u′|, θ, ϕ) = (|u′|,Ω)

)"* ')&'(")%*( )% ,  '+ %%()" &  $#-')" &#' '#&&  '* I ,)* #E) : 0 22)
|u′| = |u| )"* XE() < $# 6-*)"") X%#$)

u′ )"* +(*)'2 -%() &#' $ .#%5$) " $-+)
Ω = (θ, ϕ)

!%-/!)32 )%* < /!- +(& )%+ +! &  *)%*-)$ + .-%*)'#,*- % : J .-%V '2 #*- % "!' $) &' ,)""!" +) +-F!"- % )"*, %*)%! +#%" $) , %,)&* +) C.-7@,) .� -0-.
σ(Ω)

+(X%-) , 22) "!-* : >2 #5-% %" !% �!E +)
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&#'*-,!$)" -%,-+)%*)"
I

+) 6-*)"")
u
< #$ '"

I =

{ % 2G') +) &#'*-,!$)" *'#6)'"#%* !%) !%-*( +) "!'V#,)& )'& )%+-,!$#-') I
u

&#' !%-*( +) *)2&"
= n(u)

A |u|dt
Adt

= n(u) |u|, MH :NJQ
#6),

n(u)
$) % 2G') +) &#'*-,!$)" &#' !%-*( +) 6 $!2 ) /!- " %* +) 6-*)"")

u
: J # C.-7@,)

.� -0-.
σ(Ω, |u|) )"* #$ '" +(X%-) &#' $# ')$#*- %

I σ(Ω, |u|) dΩ =

{ % 2G') +) &#'*-,!$)" +-F!"()" +#%" $ .($(2 )%* + .#%5$) " $-+)
dΩ#!* !' +)

Ω
&#' !%-*( +) *)2&" < /!#%+ $) �!E -%,-+)%* )"*

I
: MH :N�Q

σ(Ω, |u|) + -* U*') ,#$,!$() +) ,#" )% ,#" I &#'*-' +) $# +9%#2 -/!) '(5-) &#' $) &  *)%*-)$
V

: � !" #+2 )**' %"
σ(Ω, |u|) , %%!) : K ,#!") +) $# "92 (*'-) "&1('-/!) +! & *)%*-)$

V
<

σ = σ(θ, |u|) %) +(& )%+ &#" +) $ .#%5$)
ϕ
:

� 	� 	� � ���� ��� �� �������� �� ��
����� �� �� ���� ���

� !' (6#$!)' ∂
∂tf(r,v, t)

∣∣�
�

����

�  % V#-* !% G-$#% +#%" $ .)"&#,) +)" 6-*)"")" +) $# 6#'-#*- %+! % 2G') +) &#'*-,!$)" +) 6-*)"") + %%()
v

"!-*) #!E , $$-"- %" : L)$ % $ .19&  *18") M--Q +)$# &#5) NOT < ,)" , $$-"- %"  %* $-)! +#%" !% & )*-* ($(2 )%* +) 6 $!2 )
∆(r)

,)%*'( )%
r
: 0)*($(2 )%* +) 6 $!2 ) )"* & )*-* 6 -"3I36-" +! 6 $!2 ) * *#$ +! 5#W < 2 #-" , %*-)%* "!� "#22 )%*+) &#'*-,!$)" &  !' &  !6 -' +(,'-') $)" , $$-"- %" )% *)'2 ) +) �!E )* +) "),*- % )� ,#,) : J)&  -%*

r
)"* 2 #-%*)%! XE) +#%" $# +-",!""- % /!- "!-* :

� $!" &'(,-"(2 )%* <  % ") + %%) !% ($(2 )%* +) 6 $!2 )
∆(v)

,)%*'( )%
v

+#%" $ .)"&#,) +)"6-*)"")" )*  % (,'-*
∂

∂t
f(r,v, t)

∣∣∣∣�
�

����

� = Cg − Cp,
MH :N	Q

#6),
Cp

$) *)'2 ) +) & )'*)
Cp ∆(r)∆(v) dt =

{ % 2G') +) , $$-"- %" "!'6)%#%* )%*')
t
)*
t+ dt

 E !%) &#'*-,!$)+#%"
∆(r)

+) 6-*)"")
v

#,/!-)'* !%) 6-*)"") X%#$)
/∈ ∆(v) MH :O�Q)*

Cg
$) *)'2 ) +) 5#-%

Cg ∆(r)∆(v) dt =

{ % 2G') +) , $$-"- %" "!'6)%#%* )%*')
t
)*
t+ dt

 E !%) &#'*-,!$) +)6-*)"") /!)$, %/!)
v′ +#%"

∆(r)
#,/!-)'* !%) 6-*)"") X%#$) ∈ ∆(v)

:MH :O NQ
�!�� ! $! � !��!

G "*-2  %" * !* + .#G  '+ $) *)'2 ) +) & )'*) /!- )"* $) &$!" "-2&$) : @% & )!* & )%")' /!) $)"&#'*-,!$)" +) 6-*)"")
v1

V '2 )%* !% �!E -%,-+)%* /!- )"* +-F!"( &#' $)" &#'*-,!$)" ,-G $)" +) 6-3*)"")
v

)* '#-" %%)' +#%" $) '(V(')%*-)$ +! ,)%*') +) 2 #"") : I *#%* + %%( /!)
f(r,v1, t)∆(v1))"* $) % 2G') +) &#'*-,!$)" &#' !%-*( +) 6 $!2 ) /!-  %* $# 6-*)"") +#%"

∆(v1)
< ")$ % $ .#%#$9")
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+) $# "),*- % H :T :O $) �!E -%,-+)%* +) &#'*-,!$)" +) 6-*)"")

v1
)%*'#%* )% , $$-"- % #6), !%)&#'*-,!$) +) 6-*)"")

v
+#%"

∆(r)
)"*
f(r,v1, t)∆(v1) |v − v1|.

MH :OOQ
J) % 2G') +) &#'*-,!$)" +-F!"()" &#' !%-*( +) *)2&" 1 '" +)

∆(v)
$ '" +) *)$$)" , $$-"- %")"*

f(r,v1, t)∆(v1) |v − v1|σ(Ω, |v − v1|).
MH :OTQ

J) % 2G') * *#$ +) &#'*-,!$)" +-F!"()" &#' !%-*( +) *)2&" 1 '" +)
∆(v)

" . G*-)%* )% 2!$3*-& $-#%* MH :OTQ &#' $) % 2G') +) &#'*-,!$)" ,-G $)" +#%"
∆(r)∆(v)

< " -*
f(r,v, t)∆(r)∆(v)

<)* )% " 22 #%* "!' * !" $)" 6-*)"")" -% -*-#$)"
v1

)* #%5$)" +) +-F!"- %
Ω
: G% , %"-+('#%* $)"($(2 )%*"

∆(r)
<
∆(v1)

)*
∆(v)

, 22) +)" -%X%-*("-2 #!E +#%" ,)**) " 22 #*- % <  %  G*-)%*
Cp d3rd3v =

∫
dΩ

∫S
3

d3v1 f(r,v1, t) f(r,v, t) d3rd3v |v − v1|σ(Ω, |v − v1|),
MH :OP Q

)* + %, X%#$)2 )%*
Cp =

∫
dΩ

∫S
3

d3v1 |v − v1|σ(Ω, |v − v1|) f(r,v, t) f(r,v1, t).
MH :OFQ

; #%" ,)**) +('-6#*- % <  % # 2 -" )% � )! $ .19&  *18") +! ,1# " 2  $(,!$#-') � )% &$#,) +! &' +!-*+)" +)%"-*(" +#%" MH :OFQ +)6'#-* X5!')' $# +-"*'-G!*- % +) &#-')"
f(r,v,v1, t)

:
�!�� ! $! 
� ��

@% " .-%*(')"") I * !*)" $)" , $$-"- %"
(v′,v′

1) → (v,v1)
+#%"

∆(r)
+) 6-*)"")" -% -*-#$)"/!)$, %/!)"

v′ < v′
1

*)$$)" /!) $# 6-*)"") X%#$) + .!%) +)" &#'*-,!$)" " -*
v ∈ ∆(v)

: �#' !%'#-" %%)2 )%* #%#$ 5!) I ,)$! - V#-* &  !' $) *)'2 ) +) & )'*) < $) % 2G') +) *)$$)" , $$-"- %" +#%"
∆(r)

&#' !%-*( +) *)2&" #6),
v′ ∈ ∆(v′)

<
v′

1 ∈ ∆(v′
1)

)* + %%#%* $-)! I !%) +-F!"- % +#%"$ .($(2 )%* + .#%5$)
dΩ

)"*
f(r,v′, t) f(r,v′

1, t)∆(r)∆(v′)∆(v′
1) |v′ − v′

1|σ(Ω, |v′ − v′
1|) dΩ.

MH :OHQ
>$ V#!* " 22 )' "!' * !*)" ,)" , $$-"- %" #6), $# , %*'#-%*) /!)

v ∈ ∆(v)
: 0)$# + %%)

Cg ∆(v) =

∫
dΩ

∫

v[v′,v′
1]∈∆(v)

d3v′ d3v′
1 f(r,v′, t) f(r,v′

1, t) |v′ − v′
1|σ(Ω, |v′ − v′

1|),MH :OJQ E $# 6-*)"") X%#$)
v[v′,v′

1]
+ -* U*') , %"-+('() , 22) !%) V %,*- % +)" 6-*)"")" -% -*-#$)"

v′ )*
v′

1

: J# , %*'#-%*)
v[v′,v′

1] ∈ ∆(v)
"-5%-X) /! .-$ V#!* ')"*')-%+') $ .-%*(5'#*- % #!E, %X5!'#*- %" +)" 6-*)"")" -% -*-#$)"

v′,v′
1

/!- &' +!-")%* !%) 6-*)"") X%#$) +#%"
∆(v)

:01#%5) %" +) 6#'-#G$)" + .-%*(5'#*- % )% &')%#%*
v′ )*

v′
1

, 22) V %,*- % +)
v

)*
v1

:
� )2 #'/! %" /!) &  !'

Ω
XE( < $) � #, G-)% +) $# *'#%"V '2 #*- % )"* (5#$ I

�
: G% )F)* < &!-"/!)$) ,1#%5)2 )%* +) ,  '+ %%()" #! '(V(')%*-)$ +! ,)%*') +) 2 #"") )"* ,#% %-/!) <  % #

d3v d3v1 = d3V d3u,
MH :O�Q

d3v′ d3v′
1 = d3V′ d3u′.

MH :O	Q
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@ '
V = V′ -2&$-/!)

d3V = d3V′ : ; ) &$!" &!-"/!) |u| = |u′| < $# *'#%"V '2 #*- %
u → u′ )"*!%) ' *#*- % /!- $#-"") $) � #, G-)% -%6#'-#%* < I "#6 -'

d3u = d3u′ + . E $) '("!$*#*
d3v d3v1 =

d3v′ d3v′
1

: � -%"- < #6), |v − v1| = |v′ − v′
1|

$ .(/!#*- % MH :OJQ +)6-)%*
Cg ∆(v) =

∫
dΩ

∫S
3

d3v1

∫

∆(v)
d3v |v − v1|σ(Ω, |v − v1|)f

(
r,v′, t

)
f
(
r,v′

1, t
)
,

MH :T�Q
+ . E X%#$)2 )%* < )% &')%#%*

∆(v)
-%X%-*("-2 #$

Cg =

∫
dΩ

∫S
3

d3v1 |v − v1|σ(Ω, |v − v1|) f
(
r,v′, t

)
f
(
r,v′

1, t
)
.

MH :T NQ
G% -%"('#%* MH :T NQ )* MH :OFQ +#%" MH :	Q  %  G*-)%* 9 8=;B07@,) ?. � ,97�40))

∂

∂t
f(r,v, t) + v · ∇rf(r,v, t) +

F(r)

m
· ∇vf(r,v, t)

=

∫
dΩ

∫S
3

d3v1 |v − v1|σ (Ω, |v − v1|)
(
f(r,v′, t) f(r,v′

1, t) − f(r,v, t) f(r,v1, t)
)
.MH :TOQ; #%" ,)**) (,'-*!') *'#+-*- %%)$$) <  % % *) "-2&$)2 )%* $)" #'5!2 )%*" +! *)'2 ) +) 5#-%
v′)*

v′
1

: >$ %) V#!* &#"  !G$-)' /!) ,)" 6-*)"")" " %* I +(*)'2 -%)' )% V %,*- % +)
v

)*
v1

: G%V#-* < +#%" $) &' ,)""!" +) +-F!"- %
(v′,v′

1) → (v,v1)
<
v′ )* v′

1

" %* )%*-8')2 )%* +(*)'2 -%()"&#' $# + %%() +)
v
<
v1

)*
Ω

)% !*-$-"#%* $)" $ -" +) , %")'6#*- % MH :NFQ )* MH :NHQ : G% )F)* <
v
<

v1
XE)%*

V
)*

u
<
V′ = V

)*
u′ )"* +(*)'2 -%( &#'

Ω
M&!-"/!) |u| = |u′|Q < + . E $ .#� '2 #*- % :� !" %) + %% %" &#" -,- +) V '2!$)" )E&$-,-*)" &  !' ,)**) +(& )%+#%,) :

@% #&& )$$) $) 2 )2G') +) +' -*) +) $ .(/!#*- % +) � $*W2 #%% MH :TOQ $) 7.+4 . ?. -,9 9@C@,)
If (r,v, t) =

∫
dΩ

∫S
3

d3v1 |v − v1|σ (Ω, |v − v1|)×

×
(
f(r,v′, t) f(r,v′

1, t) − f(r,v, t) f(r,v1, t)
)
.

MH :TTQ
� !' 2 )**') )% $!2 -8') $) G-$#% +)" 6-*)"")" <  % & )!* (,'-') $) *)'2 ) +) , $$-"- % " !" $#V '2 )

If (r,v, t) =

∫S
3

d3v1

∫S
3

d3v′
∫S

3

d3v′
1 W(v,v1|v′,v′

1)×

×
(
f(r,v′, t) f(r,v′

1, t) − f(r,v, t) f(r,v1, t)
)
,

MH :TP Q
#6),

W(v,v1|v′,v′
1) = σ

(
acos

(
u · u′

|u||u′|

)
, |u|

)
δ
(
V − V′) δ

( |u|2 − |u′|2
2

) MH :TFQ
$)" 70B: ?. 7+0)C@7@,) )%*') +)!E (*#*" +) 6-*)"")

(v,v1)
)*

(v′,v′
1)

: � -)% )%*)%+!
V =

v + v1 = V′ = v′ + v′
1

)"* $# 6-*)"") +! ,)%*') +) 2 #"") <
u = v − v1

<
u′ = v′ − v′

1

" %*$)" 6-*)"")" ')$#*-6)" : J)" V#,*)!'" +) ;-'#, 2 #%-V)"*)%* $)" $ -" +) , %")'6#*- %
V = V′)* |u| = |u′| < )*

θ = acos
(

u·u′
|u||u′|

) )"* $ .#%5$) +) +-F!"- % : J .(5#$-*( )%*') $) *)'2 ) +), $$-"- % MH :TOQ )* MH :TP Q ") 6 -* "-  % V#-* $) ,1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$)"
(v′,v′

1) → (V′,u′)+#%" $ .-%*(5'#$) MH :TP Q < /!- )"* +) � #, G-)% N< #6),
d3v′ d3v′

1 = d3V′ d3u′ = d3V′ |u′|2 d|u′|dΩ = d3V′ |u′|d
( |u′|2

2

)
dΩ.

MH :THQ
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0)**) V '2!$#*- % V#-"#%* -%*)'6)%-' $)" *#!E +) *'#%"-*- % # $ .#6#%*#5) +) & )'2 )**') +)2 )**') )% (6-+)%,) $)" "92 (*'-)" : G%  G")'6#%* MH :TFQ <  % )% , %,$!* $)" "92 (*'-)" (6-+)%*)"

W(v,v1|v′,v′
1) = W(v1,v|v′

1,v
′) = W(v′,v′

1|v,v1).
MH :TJQ

� -)% /! . % &!-"") V '2!$)' $) *)'2 ) +) , $$-"- % I $ .#-+) +) *#!E +) *'#%"-*- % < $# "-*!#*- %+-F 8') &' V %+(2 )%* +) ,)$$) +) $ .(/!#*- % 2 #�*')"") &#' $) V#-* /!)
If (r,v, t)

+(& )%+ /!#3+'#*-/!)2 )%* +) $# +-"*'-G!*- %
f

)* % % $-%(#-')2 )%* , 22) +#%" $) *)'2 )
IP

+) $ .(/!#*- %+) 4'#2 )'" MT :HFQ : 0)**) % % $-%(#'-*( M/!- "!-* +) $ .19&  *18") +! ,1# " 2  $(,!$#-')Q )"*$# 2 #%-V)"*#*- % +! V#-* /!) % !" *'#-* %" !% "9"*82 ) -" $( +)
N

&#'*-,!$)" )% -%*)'#,*- %2!*!)$$)" #! $-)! + .!%) ")!$) &#'*-,!$) +#%" !% )%6-' %%)2 )%* + %%( :
� �� ������ � ��� �����
� 	� 	
 �� �������
���� �� � ���� ��

J .(/!#*- % +) � $*W2 #%% MH :TOQ )"* -%*(5' 3+-F (')%*-)$$) &#'*-)$$) % %3$-%(#-') < )* "#'(" $!*- % % .)"* &#" ($(2 )%*#-') : 0 %"-+(' %" $# "-*!#*- % $# &$!" "-2&$)  E $# V ',) )E *('-)!'))"* %!$$)
F = 0

< )* $# +-"*'-G!*- % "&#*-#$) )"* 1 2  58%)
f(r,v, t) = f(v, t)

< +#%" $ .)"&#,)-%X%- : J .(/!#*- % MH :TOQ ") '(+!-* #$ '" I
∂

∂t
f(v, t) =

∫
dΩ

∫S
3

d3v1 |v − v1|σ(Ω, |v − v1|)
(
f(v′, t) f(v′

1, t) − f(v, t) f(v1, t)
)

= If (v, t).
MH :T�Q

J# &')2 -8') /!)"*- % )"* $ .)E -"*)%,) + .!%) +-"*'-G!*- % +)" 6-*)"")" "*#*- %%#-')
f(v)

: >$ )"*,$#-' /!)
f(v)

)"* "*#*- %%#-') "-
f(v)f(v1) = f(v′)f(v′

1),
MH :T	Q

 ! +) V#� % (/!-6#$)%*) "-
ln(f(v)) + ln(f(v1)) = ln(f(v′)) + ln(f(v′

1)).
MH :P�Q

>$ " .#5-* + %, +) +(*)'2 -%)' $# ,$#"") +)" +-"*'-G!*- %"
f(v)

/!- "#*-"V %* MH :P�Q )% ") " !6)3%#%* /!)
(v,v1)

)*
(v′,v′

1)
" %* $)" 6-*)"")" -% -*-#$)" )* X%#$)" + .!%) , $$-"- % : G% , %"(/!)%,)+)" $ -" +) , %")'6#*- % MH :NOQ )* MH :NTQ < -$ )"* (6-+)%* /!) $# V %,*- %

ln(f(v)) = a+ b · v + c|v|2, MH :P NQ
 E

a
<
b

)*
c
" %* F , %"*#%*)" < 6('-X) MH :P�Q : @% & )!* 2  %*')' /!) , .)"* )% V#-* $# " $!*- %5(%('#$) M % & )!* #6#%,)' $ .#'5!2 )%* /!) " .-$ 9 #6#-* !% *)'2 ) #++-*- %%)$ -%+(& )%+#%* +)"&'(,(+)%*" +#%" MH :P NQ < ,)$# + %%)'#-* $ '" +) $# , $$-"- % !%) $ - +) , %")'6#*- % "!&&$(32 )%*#-') I MH :NOQ )* MH :NTQ : 0)**) $ - #++-*- %%)$$) XE)'#-* I $ .#6#%,) $)" #%5$)" +) +-F!"- %

Ω
< -%+(& )%+#22)%* +! & *)%*-)$ + .-%*)'#,*- % < ,) /!- )"* &19"-/!)2 )%* #G"!'+)Q : �6), !%)#!*') &#'#2 (*'-"#*- %  % & )!* '((,'-') MH :P NQ " !" $# V '2 )

f(v) = A e−B(v−v0)2 ,
MH :POQ

 E
A

<
B

)*
v0

" %* F % !6)$$)" , %"*#%*)" I +( *)'2 -%)' :
A

)"* XE() &#' $# % '2 #$-"#*- %+)
f(v)

<
v0

&#' $# 6-*)"") 2  9)%%) )*
B

&#' $)" �!,*!#*- %" +) $# 6-*)"") �
v0

')&'(")%*)
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!%) *'#%"$#*- % !%-V '2 ) +) * !* $) �!-+) )* &#' ,1#%5)2 )%* +) '(V(')%*-)$ <  % & )!* + %,&')%+')
v0 = 0

"#%" ')"*'-,*- % : >%*' +!-"#%* $) &#'#2 8*')
T

')$-( #!E �!,*!#*- %" +) $#6-*)"") &#'
m

2

∫S
3

d3v |v|2f(v) =
3

2
ρkBT,

MH :PTQ
 E

ρ
)"* $# +)%"-*( +! 5#W <  % (,'-*

f(v)
" !" $# V '2 ) X%#$)

f(v) = f eq(v) = ρ

(
m

2πkBT

)3/2

e
− 1

2
m|v|2
kBT .

MH :PP Q
0 .)"* $# +-"*'-G!*- % +) = #EH)$$ +)" 6-*)"")" ')$#*-6) I !%) *)2&('#*!')

T
: J) &  -%* ')32 #'/!#G$) +) ,) '("!$*#* )"* /!) ,)**) +-"*'-G!*- % %) "!-* &#" +! , %*#,* #6), $) '(")'6 -'*1)'2 -/!) M, 22) +#%" $# *1( '-) +) J#%5)6-% Q < 2 #-" +(, !$) -%*'-%"8/!)2 )%* +) $# +93%#2 -/!) +)" , $$-"- %" + .!% 5'#%+ % 2G') +) &#'*-,!$)" )%*') )$$)" : J) 2 (,#%-"2 ) + .(/!-3$-G'#*- % *1)'2 -/!) )"* +� #!E -%*)'#,*- %" )%*') ,)" &#'*-,!$)" )* % % &#" I !% (,1#%5)+ .(%)'5-) #6), $ .)E *('-)!' : J# *)2&('#*!') )"* #$ '" +(X%-) ")$ % MH :PTQ , 22) $ .(%)'5-),-%(*-/!) 2  9)%%) :

�!��" $!  � ���" ���

@% & )!* V#-') !%) )"*-2 #*- % "-2&$) +! *)2&" 2  9)%
τ

)%*') +)!E , $$-"- %" $ '"/!) $)"9"*82 ) )"* 1 2  58%) )* I $ .(/!-$-G') *1)'2 -/!) : J) *)'2 ) +) & )'*)
Cpd

3v
MH :OFQ ')&'(")%*)$) % 2G') +) , $$-"- %" &#' !%-*( +) 6 $!2 ) )* +) *)2&" /!- , %+!-")%* !%) &#'*-,!$) I/!-**)' $ .($(2 )%* +) 6 $!2 )

d3v
: � -%"- $) % 2G') +) , $$-"- %" "!'6)%#%* &#' !%-*( +) *)2&")* +) 6 $!2 ) #! & -%*

r
)"*

N (r, t) =

∫S
3

d3v

∫S
3

d3v1

∫
dΩσ(Ω, |v1 − v|)|v1 − v|f(r,v, t)f(r,v1, t).

MH :PFQ
� !' !% "9"*82 ) 1 2  58%) +) +)%"-*(

ρ
I $ .(/!-$-G') < $# +-"*'-G!*- %

f
)"* $# 2 #EH)$3$-)%%) MH :PP Q < N )"* -%+(& )%+#%* +)

r
)*
t
)*  % & )!* + %, +(X%-' $) *)2&" 2  9)% )%*')+)!E , $$-"- %" +) &#-')" +) &#'*-,!$)" &#'

τ =
ρ

2N .
MH :PHQ

� !' )"*-2 )' N V#-" %" $ .19&  *18") "-2&$-X,#*'-,) /!) $ . % & )!* %(5$-5)' $# +(& )%+#%,) +)$# 6-*)"") ')$#*-6) |u| = |v1 − v| +#%" $# "),*- % )� ,#,) * *#$)
σtot =

∫
dΩσ(Ω, |u|) : � -%"-

N = σtotρ
2

(
βm

2π

)3 ∫S
3

d3v

∫S
3

d3v1 |v1 − v| exp

(
−βmv

2

2

)
exp

(
−βmv

2
1

2

)
.

MH :PJQ
� !' )F),*!)' $)" -%*(5'#$)"  % &#"") #!E 6#'-#G$)" +) ,)%*') +) 2 #"") MH :NNQ #6),

d3vd3v1 =
d3Vd3u

)*
v2 + v2

1 = 2V 2 + u2/2
�

N = σtotρ
2

(
βm

2π

)3 ∫S
3

d3V e−βmV
2

∫S
3

d3uu exp

(
−βmu

2

4

)
.

MH :P�Q
J# &')2 -8') -%*(5'#$) 6#!*

(π/βm)3/2
< )* $# "), %+) #&'8" $) ,1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$)

βmu2/4 =
x

6#!*
(32π/(βm)2)

∫∞
0 dxxe−x

: � !" , 2&*)" V#-*" <
N = 4σtotρ

2

(
1

πβm

)1/2

,
MH :P	Q
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)* + %,

τ
(6.46)
=

ρ

2N
(6.49)
=

1

8ρσtot

(
πm

kBT

)1/2

.
MH :F�Q

G% 2 )**#%* $)" 6#$)!'" *9&-/!)" +)" 5'#%+)!'" &  !' !% 5#W +-$!(  % *' !6) $ . '+') +)5'#%+)!' +)
τ ∼ 10−10 I

10−11 �"� :
� 	� 	� �� ������� � �� �

0 22) & !' $)" (/!#*- %" 2 #�*')"") < -$ )E -"*) !%) V %,*- %%)$$) +) $ .(*#* /!- )"* 2  % 3* %) " !" $ .(6 $!*- % :
�	����� ! � �� ��	����� ! �� � $! �� ���� ��� ' �B**,C,)C ;B 8@9 ) 8.: @C7. *0C ?. D ,+-.C
.: 7=+@.B+.C

(F = 0)
.7 ;B . 9. C�C 764 . C,@7 3,4 ,5 6) . ?0)C 7,B 7 9 8.C* 0-.

(∇rf(v, t) = 0)
�

� =� ) @CC,)C
H(t) =

∫S
3

d3v f(v, t) ln (f(v, t)) ,
MH :F NQ

09,+C *,B+ 7,B 7
t ≥ 0

d

dt
H(t) ≤ 0.

MH :FOQ
��!#D! ��	����� ! �� � $! �� ���� ��� ' � !' #$$(5)' $# % *#*- % <  %  2 )* +#%" ,)**)+(2  %"*'#*- % $ .(,'-*!') +) $# 6#'-#G$)

t
+)
f
:

d

dt
H(t)

(6.51)
=

∫S
3

d3v
d

dt

(
f(v) ln (f(v))

)

=

∫S
3

d3v
d

dt
f(v) (ln (f(v)) + 1)

(6.38)
=

∫S
3

d3v If (v, t) (ln (f(v)) + 1)
MH :FTQ

(6.34)
=

∫S
3×4

d3v d3v1 d3v′ d3v′
1 W(v,v1|v′,v′

1)
(
f(v′) f(v′

1) − f(v) f(v1)
)
×

× (ln (f(v)) + 1)
MH :FPQ

=

∫S
3×4

d3v d3v1 d3v′ d3v′
1 W(v,v1|v′,v′

1)
(
f(v′) f(v′

1) − f(v) f(v1)
)
×

× (ln (f(v1)) + 1) .
MH :FFQ

J# +)'%-8') (5#$-*( &' 6-)%* +! ,1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$)" 2!)**)"
(v,v′) � (v1,v

′
1)

)%!*-$-"#%* $)" "92 (*'-)" MH :TJQ +)" *#!E +) *'#%"-*- % : G% &')%#%* $# +)2 -3" 22 ) +) MH :FPQ)* MH :FFQ  % #
d

dt
H(t) =

1

2

∫S
3×4

d3v d3v1 d3v′ d3v′
1 W(v,v1|v′,v′

1)
(
f(v′) f(v′

1) − f(v) f(v1)
)
×

× (ln (f(v) f(v1)) + 2) .
MH :FHQ
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;#%" ,)**) -%*(5'#$) <  % V#-* $) ,1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$)"
(v,v1) � (v′,v′

1)
)* !*-$-") $)""92 (*'-)" MH :TJQ +)" *#!E +) *'#%"-*- % +) " '*) /!)

d

dt
H(t) = −1

2

∫S
3×4

d3v d3v1 d3v′ d3v′
1 W(v,v1|v′,v′

1)
(
f(v′) f(v′

1) − f(v) f(v1)
)
×

×
(
ln
(
f(v′) f(v′

1)
)

+ 2
)
,

MH :FJQ
)* &')%+ I % !6)#! $# +)2 -3" 22 ) +) MH :FHQ )* MH :FJQ &  !'  G*)%-'

d

dt
H(t) = −1

4

∫S
3×4

d3v d3v1 d3v′ d3v′
1 W(v,v1|v′,v′

1)
(
f(v′) f(v′

1) − f(v) f(v1)
)
×

×
(

ln
(
f(v′) f(v′

1)
)
− ln

(
f(v ) f(v1)

) )
.

MH :F�Q
I *#%* + %%( /!) W(v,v1|v′,v′

1) ≥ 0
< ,)**) +)'%-8') )E&')""- % )"* %(5#*-6) "!-*) I $ .-%(5#3$-*(

(x− y)(ln(x) − ln(y)) ≥ 0
< #-%"- d

dtH(t) ≤ 0
< ,) /!- #,186) $# &')!6) :

�

L !" +)" , %+-*- %" #&&' &'-()" <  %  G*-)%* , 22) , ' $$#-') M, 22 ) & !' $)" (/!#*- %"2 #�*')"")"Q /!)
f(v, t)

(6 $!) 6)'" $ .(/!-$-G') : � '(,-"(2 )%* < "- $# +-"*'-G!*- % -%-*-#$)
f0(v) =

f(v, t = 0)
# !%) (%)'5-) ,-%(*-/!) X%-)

∫S
3

d3v |v|2f0(v) <∞ MH :F	Q
)* "-

σ(Ω, |u|) > 0
< #$ '"

lim
t→∞

f(v, t) = f e(v).
MH :H�Q

� �� ������ � ����� �����
� 	� 	
 ���� �� ������������ �� �����

J# &!-""#%,) +) $ .(/!#*- % +) � $*W2 #%% ") '(68$) &$)-%)2 )%* $ '"/! . % $ .#&&$-/!) I $#+)",'-&*- % $ ,#$) + .!% �!-+) % % 1 2  58%) : J# &')2 -8')  G")'6#*- % , %,)'%) $)" 5'#%3+)!'" , %")'6()" : �!-"/!) ,1#/!) , $$-"- % , %")'6) $) % 2G') +) &#'*-,!$)" < $ .-2&!$"- % )*$ .(%)'5-) ,-%(*-/!)" +)" &#'*-,!$)" )% � )! < -$ + -* 9 #6 -' +)" $ -" +) , %")'6#*- % , '')"&  %3+#%*)" #! %-6)#! 19+' +9%#2 -/!) &  !' $# +)%"-*( 6 $!2 -/!) < $# +)%"-*( + .-2&!$"- % < )*, :
@% #&& )$$) @)20+@0)7 ?. -,9 9@C@,) #! &  -%*

r
* !*) V %,*- %

χ(r,v)
*)$$) /!)

χ(r,v) + χ(r,v1) = χ(r,v′) + χ(r,v′
1),

MH :H NQ
 E

(v,v1)
)*

(v′,v′
1)

" %* $)" 6-*)"")" -% -*-#$)" )* X%#$)" + .!%) , $$-"- % :
�% -%6#'-#%* +) , $$-"- % "#*-"V#-* I

∫S
3

d3v χ(r,v) If (r,v, t) = 0,
MH :HOQ

 E
If (r,v, t)

)"* $) *)'2 ) +) , $$-"- % MH :TP Q : J# +(2  %"*'#*- % +) MH :HOQ " .)F),*!) , 22),)$$) +! *1( '82 ) �� � : @% V#-* $)" ,1#%5)2 )%*" +) 6#'-#G$)"
v � v1

&!-"
v � v′ < v1 � v′

1

<
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&!-"

v � v′
1

<
v1 � v′ )*  % !*-$-") $)" "92 (*'-)" +) W(v,v1|v′,v′

1)
: G% #++-*- %%#%* $)" PV '2 )" +) MH :HOQ #-%"-  G*)%!)" < -$ 6 -)%*

∫S
3

d3v χ(r,v) If (r,v, t) =
1

4

∫S
3

d3v

∫S
3

d3v1

∫S
3

d3v′
∫S

3

d3v′
1 W(v,v1|v′,v′

1)×

×
(
f(v′)f(v′

1) − f(v)f(v1)
)(
χ(v) + χ(v1) − χ(v′) − χ(v′

1)
)

= 0,
MH :HTQ

,) /!- (*#G$-* MH :HOQ :=!$*-& $-#%* $ .(/!#*- % +) � $*W2 #%% &#'
χ(r,v)

< -%*(5'#%* "!'
v

)* !*-$-"#%* MH :H NQ  % G*-)%*
∫S

3

d3v χ(r,v)

(
∂

∂t
+ v · ∇r +

1

m
F(r) · ∇v

)
f(r,v, t) = 0.

MH :HPQ
0 22) -$$!"*'#*- % < +('-6 %" +) $I $# $ - +) , %")'6#*- % +) $# 2 #"") /!- , '')"&  %+ #!,1 -E +)

χ(r,v) = m
+#%" MH :HPQ /!- ") '(+!-* #$ '" I

∂

∂t
ρ(r, t) + ∇r · (ρ(r, t)u(r, t)) = 0

MH :HFQ
"-  % +(X%-* $# +)%"-*( +) 2 #"") &#'

ρ(r, t) = m

∫S
3

d3v f(r,v, t)
MH :HHQ

)* $) ,1#2& +) 6-*)"") &#'
u(r, t) =

m

ρ(r, t)

∫S
3

d3v v f(r,v, t).
MH :HJQ

MH :HFQ )"* &'(,-"(2 )%* $ .(/!#*- % +) , %*-%!-*( )E&'-2 #%* $# , %")'6#*- % $ ,#$) +) $# 2 #"") :
@% +(+!-* $)" #!*')" $ -" +) , %")'6#*- % #6), +)" ,1 -E #&&' &'-(" +) $# +)%"-*( + .-2&!$"- %)* + .(%)'5-) ,-%(*-/!) :
� 	� 	� �������� �� ��� �
����� � ������� ��

J# *1( '-) +) � $*W2 #%% & )'2 )* +) + %%)' !%) +(X%-*- % +) $ .)%*' &-) 1 '" (/!-$-G'))* +) " % (6 $!*- % : L!&&  " %" /! .-$ % .9 #-* &#" +) V ',)" )E *('-)!')"
(F = 0)

: @% -+)%*-X)#$ '" $# ?.)C@7= ? 8.) 7+,* @. #! & -%*
r

I
S(r, t) = −kB

∫S
3

d3v f(r,v, t) ln (f(r,v, t)) .
MH :H�Q

� *-$-"#%* $ .(/!#*- % +) � $*W2 #%% MH :TOQ <  %  G*-)%*
∂

∂t
S(r, t)

(6.68)
= −kB

∫S
3

d3v
∂

∂t
f(r,v, t) (ln(f(r,v, t)) + 1)

(6.32)
= kB

∫S
3

d3v (v · ∇rf(r,v, t)) (ln(f(r,v, t)) + 1)

−kB
∫S

3

d3v If (r,v, t) (ln(f(r,v, t)) + 1) .
MH :H	Q

>%*' +!-" %" $) -,B+0) 7 ? 8.) 7+,* @.
js(r, t) = −kB

∫S
3

d3v v f(r,v, t) ln (f(r,v, t)) ,
MH :J�Q
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@% ')2 #'/!) #$ '" /!) $# +-6)'5)%,) +)
js(r, t)

)"*
∇r · js(r, t) = −kB

∫S
3

d3v v · ∇r (f(r,v, t) ln (f(r,v, t)))

= −kB
∫S

3

d3v (v · ∇rf(r,v, t)) (ln (f(r,v, t) + 1)) .
MH :JNQ

;(X%-"" %" )%, ') $) *)'2 ) +) * +,?B-7@,) ? 8.) 7+,* @. &#'
σs(r, t) = −kB

∫S
3

d3v If (r,v, t) (ln (f(r,v, t)) + 1) .
MH :JOQ

σs(r, t)
)"* -+)%*-/!) M#! V#,*)!' −kB

&'8"Q I $ .)E&')""- % MH :FTQ #6), $# ")!$) +-F (')%,)/!) MH :JOQ )"* $ ,#$ #! &  -%*
r
: � !*)" $)" 2 #%-&!$#*- %" /!- &#"")%* +) MH :FTQ I MH :F�Q& )!6)%* U*') ')&' +!-*)" -+)%*-/!)2 )%* )% #�  !*#%* $ .#'5!2 )%*

r
I
If (v, t)

)*
f(v, t)

< )*  %)% , %,$!* /!)
σs(r, t) ≥ 0

: G% -%*' +!-"#%* MH :JOQ )* MH :JNQ +#%" MH :H	Q  %  G*-)%*
∂

∂t
S(r, t) + ∇ · js(r, t) = σs(r, t) ≥ 0.

MH :JTQ
0)**) +)'%-8') (/!#*- % )"* G-)% -+)%*-/!) #! G-$#% + .)%*' &-)  G*)%! )% *1)'2  +9%#2 -/!)+)" &' ,)""!" -''(6)'"-G $)" M(/!#*- % +) , %*-%!-*( + .)%*' &-)Q < "-  % -%*)'&'8*)

js(r, t)
, 22)$) , !'#%* + .)%*' &-) )*

σs(r, t)
, 22) $# &' +!,*- % + .)%*' &-) : 0)**) &' +!,*- % + .)%*' &-))"* +!) #!E , $$-"- %" , 22) $) 2  %*') $# +(X%-*- % MH :JOQ < )* )$$) )"* * !�  !'" &  "-*-6) :

� !' $) "9"*82 ) * *#$ /!- )"* -" $( )* % .(,1#%5) + %, &#" + .)%*' &-) #6), $ .)E *('-)!' <$ .)%*' &-) * *#$)
S(t) =

∫
Λ d3r S(r, t)

 G (-* #! "), %+ &'-%,-& ) +) $# *1)'2  +9%#2 -/!)
d

dt
S(t)

(6.73)
=

∫

Λ
d3r σs(r, t) ≥ 0.

MH :JPQ
J)" 2 U2 )" ')2 #'/!)" V#-*)" +#%" $# "),*- % P :P " .-2&  ")%* -,- #!""- : >$ %) " .#5-* )% #!,!%)V#� % + .!%) +(2  %"*'#*- % +! "), %+ &'-%,-& ) I &#'*-' +)" $ -" +) $# 2 (,#%-/!) 2 -,' ", 3&-/!) &!-"/!) % !" !*-$-" %" -,- $# +9%#2 -/!) +) � $*W2 #%% "!� )**) I $ .19&  *18") +! ,1# "2  $(,!$#-') : � !"  G*)% %" ,)& )%+#%* +#%" ,) ,#+') !% 2  +8$) /!- &'(")%*) * !*)" $)",#'#,*('-"*-/!)" +) $# *1)'2  +9%#2 -/!) +)" &' ,)""!" -''(6)'"-G $)" :
� 	� 	� � ���
������ �� ��� �� � ������� �� ����� �
 ��� �� �� �� ��������

J '"/!) $) "9"*82 ) )"* -%1 2  58%) <  %  G")'6) /!) $# +-"*'-G!*- % +) $# V '2 ) MH :POQ
f loc(r,v, t) = A(r, t) e−B(r,t)(v−v0(r,t))

2 MH :JFQ
#%%!$) )%, ') $) *)'2 ) +) , $$-"- % MH :TP Q : J# +(2  %"*'#*- % )"* $# 2 U2 ) /!) MH :T	Q I MH :P NQ < E 2 #-%*)%#%* $)" , %"*#%*)" +(& )%+)%* +)

r
)*
t
: @% & )!* I % !6)#! (,'-') MH :JFQ " !" $#V '2 )

f loc(r,v, t) = ρ(r, t)

(
m

2πkBT (r, t)

)3/2

exp

[
−1

2

m (v − v0(r, t))
2

kBT (r, t)

]
,

MH :JHQ
+(X%-""#%* #-%"- !% ,1#2& +) 6-*)"") $ ,#$

v0(r, t)
)* !%) *)2&('#*!') $ ,#$)

T (r, t)
:
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L- $) "9"*82 ) )"* " !2 -" I +)" , %+-*- %" )E *('-)!')" /!- -2&  ")%* &#' )E)2&$) !%5'#+-)%* & )'2 #%)%* +) +)%"-*(  ! +) *)2& ('#*!') <  % & )!* , %"*'!-') !%) " $!*- % #&&' ,1()+) $ .(/!#*- % +) � $*W2 #%% +) $# V '2 ) MH :JHQ  E $# +(& )%+#%,) )%

r
)*
t
% .-%*)'6-)%* /!) &#'$ .)%*')2 -") +)

ρ(r, t)
<
v0(r, t)

)*
T (r, t)

: G% &#'*-,!$-)' < )% '(5-2 ) "*#*- %%#-')  % #!'# #!""-!% 2  +8$) + .(*#* 1 '" (/!-$-G') , '')"&  %+#%* I !%) "-*!#*- % +) *'#%"&  '* : J ,#$)2 )%* <,1#/!) &#'*-) +! "9"*82 ) # !%) +-"*'-G!*- % + .(/!-$-G') +) +)%"-*(
ρ(r)

)* +) *)2& ('#*!')
T (r)

: � (#%2  -%"  % & )!* #6 -' +#%" !% *)$ (*#* +)" &1(% 2 8%)" +) *'#%"&  '* +) 2 #"")  !+) ,1#$)!' &!-"/!)
∇ρ(r)

)*
∇T (r)

" %* % % %!$" :
@% , %"-+8') /!) $ '"/!) $# +-"*'-G!*- % 1 '" (/!-$-G')

f(r,v, t)
+-F8') & )! +) $# +-"3*'-G!*- % + .(/!-$-G') $ ,#$

f loc(r,v, t)
< $) &')2 -)' )F)* +! *)'2 ) +) , $$-"- % )"* +) $# V#-')')$#E)' 6)'" ,)**) +)'%-8') +#%" !% *)2&"

τ
G )#!, !& &$!" , !'* /!) $ .(,1)$$) +) 6#'-#*- %+)" 5'#%+)!'" *1)'2  +9%#2 -/!)" $ ,#$)" : �%) )"*-2 #*- % +) ,) *)2&" # (*( + %%() &#'$ .G/ : MH :F�Q
 : @% (,'-* +#%" ,)" , %+-*- %"

∂

∂t
f(r,v, t) + v · ∇rf(r,v, t) = −f(r,v, t) − f loc(r,v, t)

τ

MH :JJQ
 E $) 2 )2G') +) +' -*) )"* $ .#&&' E -2 #*- % +! *)2&" +) ')$#E#*- % +) $ . & ('#*)!' +) , $$-3"- % :
���$# ���� �	!�� ��#! $��" #� 
��

� !" -$$!"*' %" $ .!"#5) +) ,)**) (/!#*- % #&&' ,1() &#' $) ,#$,!$ +) $# , %+!,*-6 -*(*1)'2 -/!)
κ

+ .!% 5#W : 0)$$)3,- )"* +(X%-) &#' $# $ - +) 
 !'-)'
jQ = −κ∇T

MH :J�Q
/!- ')$-) $) , !'#%* +) ,1#$)!'

jQ
#! 5'#+-)%* +) *)2&('#*!') : J) &' G$82 ) ") V '2!$), 22) "!-* : @% , %"-+8') !% 5#W 1 2  58%) +#%" $)" +-'),*- %"

x, y
" !2 -" I !% 5'#+-)%* +)*)2& ('#*!')

α = dT (z)/dz
, %"*#%* +#%" $# +-'),*- %

z
+) *)$$) " '*) /!) $# *)2& ('#*!') #!&  -%*

r = (x, y, z)
)"*

T (z) = T + αz
: J) 5#W )"* +(,'-* &#' $ .(/!#*- % +) � $*W2 #%% +#%"$ .#&&' E -2 #*- % +! *)2&" +) ')$#E#*- % < + %*  % 6# ,1)',1)' !%) " $!*- % "*#*- %%#-') : J#+-"*'-G!*- % + .(/!-$-G') $ ,#$ +(& )%+ +)" +)%"-*(" )* *)2& ('#*!')" -%1 2  58%)"

ρ(z)
)*
T (z)')"& ),*-6)2 )%* �

f loc(z,v) ≡ ρ(z)

(
m

2πkBT (z)

)3/2

exp

(
− m|v|2

2kBT (z)

)
.

MH :J	Q
@% "!&&  ") /!) $# &')""- % +! 5#W )"* !%-V '2 ) )* )"* + %%() )% ,1#/!) &  -%* &#' $ .(/!#*- %+)" 5#W &#'V#-*"

P = ρ(z)kBT (z).
MH :��Q

@% ,1)',1) #$ '" !%) " $!*- % "*#*- %%#-') +) MH :JJQ #! &')2 -)'  '+') )%
α

+) $# V '2 )
f(z,v) = f loc(z,v)(1 + αg(v))

MH :� NQ
���b �`_ab e]_^ ec�g[^b ab^ `bde^ ab cb]f�f`[h� [d e][�_b ] �f�f]�^b ab ] ���_f`[h� ab �h]`�df�� ][��fc[^�bf_`h_c ab ]f a[^`c[&_`[h� a ���_[][&cb b` ab^ ^b^ �f]b_c^ echecb^ 	�h[c 	$� \ %f
� � ]b^ ec�a[g`[h� ^ b� hcacb ab

�cf�ab_c ^h�` ]b^ d �db^ i
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 E
αg(v)

)"* $# +(6-#*- % I $# +-"*'-G!*- % 2 #EH)$$-)%%) $ ,#$) +!) #! 5'#+-)%* +) *)2 3& ('#*!') I $ . '+') $-%(#-') )%
α

M
g(v)

)"* -%+(& )%+#%* +)
z

I ,)*  '+')Q : G% +(6)$ &&#%*
ρ(z) = P

kB(T+αz)

)*
f loc(z,v) = ρ(z)

(
m

2πkB(T + αz)

)3/2

exp

(
− m|v|2

2kB(T + αz)

) MH :�OQ
 % *' !6) #! &')2 -)'  '+') )%

α

f loc(z,v) = f eq(v)

[
1 +

αz

T

(
m|v|2
2kBT

− 5

2

)]
,

MH :�TQ
 E

f eq(v)
)"* $# +-"*'-G!*- % + .(/!-$-G') 1 2  58%) MH :PP Q #6), +)%"-*(

ρ = ρ(z = 0)
: @%V '2 ) )%"!-*) $# +-"*'-G!*- % MH :� NQ * !�  !'" #! &')2 -)'  '+') )%

α

f(z,v) = f eq(v)

[
1 +

αz

T

(
m|v|2
2kBT

− 5

2

)
+ αg(v)

]
,

MH :�PQ
,) /!- , %+!-* I

v · ∇rf(r,v) = vz
∂

∂z
f(z,v) = f eq(v)

αvz
T

(
m|v|2
2kBT

− 5

2

)
,

f(z,v) − f loc(z,v) = αf eq(v)g(v).
MH :�FQ

G% -%*' +!-"#%* MH :�FQ +#%" $ .(/!#*- % "*#*- %%#-') MH :JJQ  % +(*)'2 -%) X%#$)2 )%*
g(v) =

τvz
T

(
5

2
− m|v|2

2kBT

)
.

MH :�HQ
J) , !'#%* +) ,1#$)!' )"* +(X%- , 22 ) $) *'#%"&  '* + .(%)'5-) ,-%(*-/!) +#%" $# +-'),*- %

z2 9)%%( &#' $# +-"*'-G!*- % "*#*- %%#-') MH :� NQ �

jQ =

∫S
3

d3v [f loc(z,v)(1 + αg(v))]vz
m|v|2

2

= α

∫S
3

d3v f loc(z,v)g(v)vz
m|v|2

2

= α

∫S
3

d3v f eq(v)g(v)vz
m|v|2

2
.

MH :�JQ
J# +)!E -82 ) (5#$-*( '("!$*) +! V#-* /!) ")!$ , %*'-G!) $) *)'2 ) &' &  '*- %%)$ I

α
&!-"/!)

f loc(z,v)
)"* +) "92 (*'-) "&1('-/!) )%

v
< )* +#%" $# *' -"-82 )  % & )!* ')2&$#,)'

f loc(z,v)&#'
f eq(v)

#! &')2 -)'  '+') )%
α
: G% "!G"*-*!#%* $ .)E&')""- % MH :�HQ  % *' !6) #6), $),1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$) √

m/2kBTv = u, v = |v| �

jQ = −cτρk
2
BT

m
α,

MH :��Q
 E $# , %"*#%*)

c
") ,#$,!$) )% ,  '+ %%()" "&1('-/!)"
c =

2√
π3

∫S
3

d3u e−u
2
u2

(
u2 − 5

2

)
u2
z

=
8

3
√
π

(∫ ∞

0
duu8e−u

2 − 5

2

∫ ∞

0
duu6e−u

2

)

=
35

4
− 25

4

=
5

2
.

MH :�	Q
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 -%#$)2 )%*  % & )!* !*-$-")' $) '("!$*#* MH :F�Q &  !' $) *)2&" +) ')$#E#*- % < + . E $# V '2!$)

κ =
5

16σtot

(
πk3

BT

m

)1/2 MH :	�Q
/!- )E&'-2 ) $) , )� ,-)%* +) *'#%"&  '*

κ
)% *)'2 ) +) $# "),*- % )� ,#,) +) , $$-"- % :
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0) ,1#&-*') # &  !' G!* + .(*!+-)' , 22 )%* '(#5-* !% "9"*82 ) I +) V#-G $)" & )'*!'G#*- %" :J# *1( '-) +(6)$ && () )"* +-*) $-%(#-') +#%" $) ")%" /!) $ . % %) ')*-)%* $ .)F )* +) $# & )'*!'3G#*- % "!' $) "9"*82 ) /! .I $ . '+') $-%(#-') : J) V#-* /!) $)"  G")'6#G$)" +! "9"*82 ) & ""8+)%*!% +(6)$ && )2 )%* )% &!-""#%,)" +! &#'#2 8*') +) , !&$#5) +) $# & )'*!'G#*- % % .)"* &#"(6-+)%* )* %(,)""-*) !%) &')!6) /! .-$ % .)"* &#" * !�  !'" #-"( + .#&&  '*)' : � !" $) *-)%+' %"&  !' #,/!-" < #! 2  -%" &  !' $) &')2 -)'  '+') : � !" )E& " %" $# *1( '-) +#%" $) ,#" /!#%*-/!) :>$ )E -"*) !%) 6)'"- % ,$#""-/!) * !*3I3V#-* #%#$ 5!) :
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N∑
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MJ :NQ
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{
~

2

(
0 1
1 0

)
,
~

2

(
0 i
−i 0

)
,
~

2

(
1 0
0 −1
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1

Q
e−βH0 , Q = Tr
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e−βH0

)
.

MJ :P Q
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t < t0
<  % "!&&  ") /!) $) "9"*82 ) ") *' !6) I $ .(/!-$-G') &#' , %"(/!)%*

〈M〉0 = Tr (ρ0 M) = 0, t < t0.
MJ :FQ

G% )F)* <
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HI(t) = −µM · B(t),
MJ :HQ
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H(t) = H0 +HI(t).
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ρ(t) = U(t, t0) ρ0 U
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MJ :�Q
#6),

U(t, t0)
$ . & ('#*)!' + .(6 $!*- % #"" ,-( I $ .1#2 -$* %-)% MJ :JQ : J .(/!#*- % +-F(')%*-)$$), '')"&  %+#%*) M(/!#*- % +) 6 % �)!2 #%% Q )"*

i~
d

dt
ρ(t) = [H(t), ρ(t)] , ρ(t = t0) = ρ0.
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t > t0
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〈M〉 (t) = Tr (ρ(t)M) + F (B(·), t) , MJ :N�Q
 E $ . % , %"-+8') $# 6#$)!' 2  9)%%) +)

M
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B(t)

: J# 2 )"!') +) 〈M〉 (t)
& !' +-6)'")" , %X5!'#*- %" +! ,1#2& 2 #5%(*-/!)V !'%-'# + %, +)" -%V '2 #*- %" "!' $) "9"*82 ) : � )2 #'/! %" /!) 〈M〉 (t) = 〈M〉0 = 0

"-
B(t) = 0

: L- $ .#2&$-*!+) +)
B(t)

)"* V#-G $) < )* /! . % & )!* +(6)$ && )'
F (B(·), t) )% &!-""#%,)"+)

B(t)
<  % %) ')*-)%* #$ '" /!) $) 7.+4 . 9@)=0@+.< %(,)""#-')2 )%* +) $# V '2 )


〈Mα〉 (t) = Fα (B(·), t) =
3∑

β=1

∫S
dt′ χαβ(t, t

′)Bβ(t′).
MJ :NNQ
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j
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HI(t) = −µ
N∑
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σj · B(j, t).
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α
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")'# #$ '"

〈σα(j)〉 (t) = 〈σα(j)〉
B=0︸ ︷︷ ︸

=0

+

N∑

j=1

3∑

β=1

∫S
dt′ χαβ(i, t; j, t

′)Bβ(j, t′).
MJ :NTQ

J) *)%")!' +) "!",)&*-G -$-*(
χαβ(i, t; j, t

′)
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N∑
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V (ri − rj) +HR.
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t < t0
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HI(t) = −e
N∑

i=1

ri · E(ri, t),
MJ :NFQ

)* $ .1#2 -$* %-)% * *#$ +)6-)%*
H(t) = H0 + HI(t)
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t
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j(x, t) =
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〈jα(x, t)〉 = 〈jα(x)〉
E=0︸ ︷︷ ︸
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+
3∑

β=1

∫
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∫S
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Σ
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H0
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A = A† +) ,) "9"*82 ) �
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MJ :N�Q
〈A〉0 = Tr (ρ0A) .

MJ :N	Q



NPO �������� �	 ���
��� �� �� ��� 
��� � �������

M--Q J '"/!)
t ≥ t0
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HI(t) = −

N∑

j=1

Bjfj(t),
MJ :O�Q

 E
Bj
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fj
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HI(t) = −Bf(t), H(t) = H0 +HI(t),

MJ :O NQ
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f(t) =

f∗(t)
+) & )*-*) #2&$-*!+) < )%,$)%,1( #! *)2&"

t0
M
f(t)
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"!' $) "9"*82 ) : @% +(X%-'# $# D ,)-7@,) ?. +=*,)C.

χAB(t)
+)$ . G")'6#G$)

A
" !" $# & )'*!'G#*- % −B f(t)

&#' �

〈A〉 (t) = 〈A〉0 +

∫S
dt′ χAB(t, t′) f(t′) + O

(
f2
)
.

MJ :OOQ
@% "!&& ")'# (5#$)2 )%* 〈A〉0 = 0

"#%" ')"*'-,*- % I $# 5(%('#$-*( M"-% % ')2&$#,)' &#'* !*
〈A〉 (t)

&#' 〈A〉 (t)−〈A〉0
Q : J# +(& )%+#%,) *)2& ')$$) +)

χAB(t, t′)
)"* '(5-) &#' $ .1#2 -$* %-)%

H0
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B(t) =
ẑB0 cos(ωt)

 % # +) MJ :FQ
HI(t) = −µMz︸ ︷︷ ︸

=B

B0 cos(ωt)︸ ︷︷ ︸
=f(t)

,
MJ :OTQ

)*  % & )!* &')%+')
A = Mz

: J)"  G")'6#G$)"
A
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B

" %* #$ '" -+)%*-/!)" )* ')&'(")%*)%** !*)" +)!E $ .#-2 #%*#*- % +#%" $# +-'),*- %
ẑ
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E(t) = ẑ E0 cos(ωt)
 % # +) MJ :NFQ
HI(t) = − e

N∑

i=1

ri,z

︸ ︷︷ ︸
=B

E0 cos(ωt)︸ ︷︷ ︸
=f(t)

,
MJ :OP Q

)*  % & )!* ,1 -"-'
A = e
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$# , 2& "#%*) +#%" $# +-'),*- %
ẑ

+) $# 6-*)"")+) $ .($),*' %
i
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A
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ẑ
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χAB(t, t′) = χAB(t− t′)
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χAB(t, t′)
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H0
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χAB(t)
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t
:

� -%"-
〈A〉 (t) =

∫S
dt′ χAB(t− t′) f(t′)

t−t′=t′′
=

∫S
dt′ χAB(t′) f(t− t′)

MJ :OHQ
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χAB(t− t′) = 0, t < t′
MJ :OJQ

G% )F)* < $# 6#$)!' +) 〈A〉 (t)
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f(t′)
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t
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f(t) = δ(t − t0)
)%

t
< #$ '" 〈A〉 (t) − 〈A〉0 = χ(t, t0)

/!- )"* %!$&  !'
t < t0

:
�%) , %"(/!)%,) -2& '*#%*) +) $# ,#!"#$-*( )"* /!) $# *'#%"V '2 () +) 
 !'-)' +)

χAB(t)M#! ")%" +)" +-"*'-G!*- %"Q
χ̃AB(ω) =

∫ ∞

0
dt χAB(t) eiωt, ω ∈ � , MJ :O�Q
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ω1 + iω2

<
ω2 > 0

: G% )F)* < $ .-%*(5'#$)
χ̃(ω1 + iω2) =

∫ ∞

0
dt eiω1te−ω2tχ(t)

MJ :O	Q
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ω2 > 0
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fn(z)
)"*#%#$9*-/!) +#%" D ⊆ � )*
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f(z)
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ω

χ̃n(ω) =

∫ n

0
dt eiωtχ(t),

MJ :T�Q
)* !*-$-"#%*

|χ̃n(ω) − χ̃(ω)| ≤
∫ ∞

n
dt |χ(t)| e−δt → 0, n→ ∞, ω2 ≥ δ > 0,

MJ :T NQ
 % "#*-"V#-* #!E , %+-*- %" +! *1( '82 ) )% /!)"*- % :
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0 22)
f(t)

)* 〈A〉 (t)
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A
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f(t)
: 0 .)"* +-') /!) "-

f(t) = 0
<
t ≥ t1

< #$ '" 〈A〉 (t) =
∫ t1
t0

dt′ χAB(t−
t′)f(t′) → 0

$ '"/!)
t → ∞ < )* + %,

limt→∞ χAB(t) = 0
: @% V#-* $ .19&  *18") /!) $ .#&&' ,1)I $ .(/!-$-G') )"* "!� "#22 )%* '#&-+) +) " '*) /!)

χAB(t)
" -* -%*(5'#G$)

∫ ∞

0
dt |χAB(t)| <∞.

MJ :TTQ
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ω
'()$

|χ̃AB(ω)| ≤
∫ ∞

0
dt
∣∣χAB(t)eiωt

∣∣ =

∫ ∞

0
dt |χAB(t)|

(7.33)
< ∞.
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χ̃AB(ω) = limε→0 χ̃AB(ω + iε)
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ω
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<
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A = B

: L -*
E(t) = Tr (ρ(t)H(t))

$ .(%)'5-) +! "9"*82 ) & )'*!'G (&#' !%) #2&$-*!+) +) $# V '2 )
f(t) = Re

(
f0e

−i(ω+iε)t
) #6),

ε > 0
< #$ '" $# 6#'-#*- % +)$ .(%)'5-) 2  9)%%) +! "9"*82 ) )"* ')$-() I $# &#'*-) -2 #5-%#-') +) $# V %,*- % +) '(&  %") &#'

d

dt
E(t) = lim

ε→0

|f0|2
2

ω Im (χ̃AA(ω + iε)) .
MJ :TFQ

C(t)
+("-5%) $# 2  9)%%) *)2& ')$$) +)

C(t)
"!' !%) & ('- +) :

��!#D! K ,#!") +) $# & )'*!'G#*- % )E *('-)!') −Af(t)
< $) "9"*82 ) (*!+-( % .)"* &#" , %")'36#*-V : J# 6#'-#*- % +) " % (%)'5-) 2  9)%%) )"*

d

dt
E(t) =

d

dt
Tr (ρ(t)H(t))

= Tr

(
d

dt
ρ(t)

︸ ︷︷ ︸
=− i

~
[H(t),ρ(t)]

H(t)

)
+ Tr

(
ρ(t)

d

dt
H(t)

︸ ︷︷ ︸
= d

dt
HI (t)

)

= − i

~
Tr
(
H(t) ρ(t)H(t) − ρ(t)H(t)H(t)

)
+ Tr

(
ρ(t)

d

dt
HI(t)

)
.

MJ :THQ
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G% 6)'*! +) $# ,9,$-,-*( +) $# *'#,)

Tr(C1C2) = Tr(C2C1)
$) &')2 -)' *)'2 ) +! 2 )2G') +)+' -*) +) MJ :THQ )"* %!$ : � -%"- < #6),

HI(t) = −Af(t)
$ .(/!#*- % MJ :THQ +)6-)%*

d

dt
E(t) = −Tr

(
ρ(t)A

d

dt
f(t)

)

= −〈A〉 (t)
d

dt
f(t).

MJ :TJQ
0 %"-+(' %" !%) & )'*!'G#*- % +) $# V '2 )

f(t) = 1
2eεt

(
f0e

−iωt + f∗0 eiωt
)

= Re
(
f0e

−i(ω+iε)t
)
, ε > 0,

MJ :T�Q
*)$$) /!)

limt→−∞ f(t) = 0
: J .)E -"*)%,) +! V#,*)!'

eεt
#""!') !% )%,$)%,1)2 )%* �+ !E �+) $# V ',) &  !'

t < 0
)* (6-*) $)" )F )*" *'#%"-* -')" )%

t ≥ 0
-%(6-*#G$)2 )%* +!" I !%)%,$)%,1)2 )%* " !+#-% : � -%"-

〈A〉 (t)
(7.26)
=

∫S
dt′ χAA(t′) f(t− t′)

(7.38)
= Re

(∫S
dt′ χAA(t′) f0e

−i(ω+iε)(t−t′)
)

= Re

(
f0e

−i(ω+iε)t

∫S
dt′ χAA(t′) ei(ω+iε)t′

)

(7.28)
= Re

(
f0e

−i(ω+iε)t χ̃AA(ω + iε)
)
.

MJ :T	Q
G% -%"('#%* MJ :T	Q +#%" MJ :TJQ  % #

d

dt
E(t) = −〈A〉 (t)

d

dt
f(t)

(7.39)
(7.38)
= −Re

(
f0e

−i(ω+iε)t χ̃AA(ω + iε)
) d

dt
Re
(
f0e

−i(ω+iε)t
)
.

MJ :P�Q
@% &')%+ #$ '" $# $-2 -*)

ε→ 0
+) MJ :P�Q +) " '*) /!)

d

dt
E(t) =

|f0|2
4

ω lim
ε→0

i
(
χ̃∗
AA(ω + iε) − χ̃AA(ω + iε)

)
︸ ︷︷ ︸

=2 Im(
�

χAA(ω+iε))

+iω
1

4
lim
ε→0

(
f2
0 χ̃AA(ω + iε)e2iωt − (f∗0 )2 χ̃∗

AA(ω + iε)e−2iωt
)
.

MJ :P NQ
G% V#-"#%* !%) 2  9)%%) "!' !%) & ('- +)

T = 2π
ω

&#' -%*(5'#*- % ")$ % 1
T

∫ T
0 dt

<  % 6 -* +)MJ :P NQ /!) $)" +)!E +)'%-)'" *)'2 )" + %%)%* !%) , %*'-G!*- % %!$$) &#'
2π

3& ('- +-,-*( +)$ .)E&  %)%*-)$$)
eix

< )*  %  G*-)%* $) '("!$*#* MJ :TFQ :
�

L .-$ 9 # +-""-&#*- % < $ .#,*- % +! ,1#2& )E *('-)!'
f(t)

%) & )!* /!) , %*'-G!)' I #,,' �*')$ .(%)'5-) +! "9"*82 ) )% #!52 )%*#%* "# *)2&('#*!') M&#' )E)2&$) $ .)F )* � !$) � " !" $ .)F )* +!,1#2& ($),*'-/!) $) +(&$#,)2 )%* +)" ($),*' %" &' +!-* +) $ .(%)'5-) *1)'2 -/!) &#' -%*)'#,*- %M, $$-"- %"Q #6), $) '(")#! - %-/!)Q <  % )% , %,$!* + %, d
dtE(t) > 0

< )* &#' "!-*) +) MJ :TFQ$ .-2&  '*#%*) , %"(/!)%,)
lim
ε→0

Im (χ̃AA(ω)) > 0, ω > 0,
MJ :POQ



NPH �������� �	 ���
��� �� �� ��� 
��� � �������

&  "-*-6 -*( /!- ,#'#,*('-") $) ,#'#,*8') +-""-&#*-V +! "9"*82 ) :J) V#-* /!) $# 2  9)%%) +) $ .(%)'5-) +! "9"*82 ) " -* ')$-() I $# &#'*-) -2 #5-%#-') +) $#*'#%"V '2 () +) 
 !'-)' +) $# V %,*- % +) '(&  %") # !%) , %"(/!)%,) -2&  '*#%*) : G% )F)* <, 22 ) $# 6#'-#*- % + .(%)'5-) * *#$) +! "9"*82 ) & )!* U*') 2 )"!'() <  % # )E& ('-2 )%*#$)32 )%* #,,8" I $# &#'*-) -2 #5-%#-') +)
χ̃AA(ω)

: @ ' < 5'�,) #!E =;B07@,)C ?. � +04 .+CA� +,) @5/!- ')$-)%* &#'*-)" -2 #5-%#-')" )* '()$$)" +)
χ̃AA(t)

< ,)**) , %%#-""#%,) "!� * I +(*)'2 -%)')%*-8')2 )%* $# V %,*- % +) '(&  %") : G% &'-%,-& ) < $# 2 )"!') +) $# +-""-&#*- % + .(%)'5-) +! "9"3*82 ) &  !' +-F (')%*)" V'(/!)%,)" +) $# & )'*!'G#*- % )E *('-)!') +(*)'2 -%) + %, )%*-8')2 )%*$# V %,*- % +) '(&  %") +! "9"*82 ) :
� 	� 	� ��� �� ������� �� � ��� ����� �����

�	����� ! � �� �� ! ������" $! � ��� !�"�� ����
 ' �) CB**,C. 9 8@)7=5 +0<@9@7= >����? ?. 90D ,)-7@,) ?. +=*,)C. .7 ;B . |χ̃(ω)| ≤ M
|ω|

?0)C 9. ?.4 @A* 90) -,4* 9.: . {ω = ω1 + iω2|ω2 > 0}�09,+C 9.C *0+7@.C +=.9 9.C .7 @405 @)0@+.C ?.
χ̃(ω)

C,)7 9@=.C *0+ 9.C +.907@,)C ?. � +04 .+CA
� +,) @5 >��� �?

Re (χ̃(ω0)) =
1

π

∫
P dω

Im (χ̃(ω))

ω − ω0
,

MJ :PTQ
Im (χ̃(ω0)) = − 1

π

∫
P dω

Re (χ̃(ω))

ω − ω0
,

MJ :PP Q
,� ∫

P
?=),7. 90 *0+7@. * +@)-@* 09. ?. 9 8@)7=5 +09.

∫
P dω

f(ω)

ω − ω0
= lim

R→∞
lim
ε→0

(∫ ω0−ε

−R
dω

f(ω)

ω − ω0
+

∫ R

ω0+ε
dω

f(ω)

ω − ω0

)
.

MJ :PFQ
��!#D! J# , %+-*- % +) ,#!"#$-*(

χ(t) = 0 ∀ t < 0
&  !' $# "!",)&*-G -$-*( < �  -%*) #! V#-*/!)

χ(t)
)"* !%) V %,*- % '()$$) < -2&$-/!) $)" ')$#*- %" +) 4'#2 )'"34' %-5 : 0 %"-+(' %" $#*'#%"V '2 () +) 
 !'-)'

χ̃(ω) =

∫ ∞

0
dt eiωtχ(t)

MJ :PHQ
)* $) &$#% , 2&$)E) +)" V'(/!)%,)"

ω = ω1+iω2
: J# ,#!"#$-*( < , 22 )  % $ .# 6! < )%*'#�%) #$ '"/!)

χ̃(ω)
)"* !%) V %,*- % 1 $ 2  '&1) M#%#$9*-/!)Q +#%" $) +)2 - &$#% , 2&$)E) "!& ('-)!'

ω2 > 0
: 0 %"-+(' %" !%) V'(/!)%,) '()$$)

ω0
)* $) , %* !' CR +) '#9 %

R
+#%" $) +)2 - &$#%, 2&$)E) "!& ('-)!' M6 -' $# X5!') J :NQ :0 22)

χ̃(ω)
)"* 1 $ 2  '&1) +#%" $) &$#% "!& ('-)!' $) *1( '82 ) +) 0#!,19 )%*'#�%)

∫

C
dω

χ̃(ω)

ω − ω0
= 0.

MJ :PJQ
; (, 2&  " %" $ .-%*(5'#$) MJ :PJQ "!' $) ,1)2 -% C = CR ∨ C(1)

L ∨ Cε ∨ C(2)
L

∫

CR

dω
χ̃(ω)

ω − ω0︸ ︷︷ ︸
�©

+

∫

Cε

dω
χ̃(ω)

ω − ω0︸ ︷︷ ︸�©

+

∫ ω0−ε

−R
dω

χ̃(ω)

ω − ω0
+

∫ R

ω0+ε
dω

χ̃(ω)

ω − ω0︸ ︷︷ ︸
�©

= 0.
MJ :P�Q
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CR

C(1)
L C(2)

L

Cε

R

ε

ω0−ε ω0+εω0

ω1

ω2

� ! " J :N # ��bd [�
C = CR ∨ C(1)

L ∨ Cε ∨ C(2)
L

af� ^ ]b e ]f� ghde]b�b ^_e �c[b_c \ f�bg e� ]b b�
ω0 ∈

� i
N© ;#%" $# $-2 -*)

R→ ∞ ,) *)'2 ) " .#%%!$) " !" $ .19&  *18") |χ̃(ω)| < M
|ω| = M

R

<
ω ∈ CR

:
G% !*-$-"#%* |a− b| ≥ |a| − |b|  % #

lim
R→∞

∣∣∣∣
∫

CR

dω
χ̃(ω)

ω − ω0

∣∣∣∣ ≤ lim
R→∞

M

R

∫

CR

dω
1

|ω − ω0|

≤ lim
R→∞

M

R

∫

CR

dω
1

R− ω0

= lim
R→∞

M

R

2πR

R− ω0

= 0.
MJ :P	Q

O© L -)%* $)" ,1#%5)2 )%*" +) 6#'-#G$)"
ω − ω0 → ω

&!-"
ω = εeiϕ

<
dω = iεeiϕdϕ

<
ϕ ∈ [π, 0]

< #$ '" ,)**) -%*(5'#$) + %%) +#%" $# $-2 -*)
ε→ 0

lim
ε→0

∫

Cε

dω
χ̃(ω)

ω − ω0
= −i lim

ε→0

∫ π

0
dϕ χ̃

(
ω0 + εeiϕ

)

= −iπχ̃(ω0).
MJ :F�Q

T© @% +(X%-* $# $-2 -*) +) ,) *)'2 ) $ '"/!)
R → ∞ )*

ε → 0
&#' $# % *#*- % +(X%-)+#%" MJ :PFQ < , .)"*3I3+-')

lim
R→∞

lim
ε→0

(∫ ω0−ε

−R
dω

χ̃(ω)

ω − ω0
+

∫ R

ω0+ε
dω

χ̃(ω)

ω − ω0

)
=

∫
P dω

χ̃(ω)

ω − ω0
.

MJ :F NQ
G% -%"('#%* MJ :F NQ < MJ :F�Q )* MJ :P	Q +#%" MJ :P�Q  %  G*-)%*

∫
P dω

χ̃(ω)

ω − ω0
= iπχ̃(ω0).

MJ :FOQ
� * %"

χ̃(ω0) = χ̃1(ω0) + iχ̃2(ω0)
< #$ '" )% &')%#%* $)" &#'*-)" '()$$)" )* -2 #5-%#-')" +)MJ :FOQ

χ̃1(ω0) =
1

π

∫
P dω

χ̃2(ω)

ω − ω0
,

MJ :FTQ
χ̃2(ω0) = − 1

π

∫
P dω

χ̃1(ω)

ω − ω0
,

MJ :FPQ
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/!- " %* $)" ')$#*- %" +) 4'#2 )'"34' %-5 MJ :PTQ )* MJ :PP Q < ,) /!- #,186) $# &')!6) :
�

� �� ���������� � �������� ���� �� �� �������� �� ��� ����
J) G!* )"* +) *' !6)' !%) V '2!$) )E&$-,-*) &  !' $# V %,*- % +) '(&  %")

χAB(t)
" !" !%)& )'*!'G#*- %

HI(t)
: J# +(2 #',1) , %"-"*) +#%" !% &')2 -)' *)2&" I #&&$-/!)' $# *1( '-) +)"& )'*!'G#*- %" % % "*#*- %%#-')" #! &')2 -)'  '+') )%

HI(t)
&  !'  G*)%-' $ .)E&')""- % +) $#6#$)!' 2  9)%%) +) $ . G")'6#G$)

A
)* + .-+)%*-X)' ,) *)'2 ) I $# +(X%-*- % +) $# V %,*- % +)'(&  %")

〈A〉 (t) =

∫ t

t0

dt′ χAB(t− t′) f(t′),
MJ :FFQ

&  !' )% *-')' $ .)E&')""- % +)
χAB(t)

:J .1#2 -$* %-)% * *#$ )"* +) $# V '2 )
H(t) = H0 + HI(t)

#6),
H0

$ .1#2 -$* %-)% "#%"& )'*!'G#*- % )*
HI(t) = −Bf(t)

$# & )'*!'G#*- % : � !' ,#$,!$)'
〈A〉 (t) = Tr (ρ(t)A)

MJ :FHQ
#! &')2 -)'  '+') )%

f(t)
< -$ V#!* * !* + .#G  '+ *' !6)'

ρ(t)
#! &')2 -)'  '+') )%

f(t)
: J#2 #*'-,) +)%"-*(

ρ(t)
)% &'(")%,) +) $# & )'*!'G#*- % )"* + %%() &#'

ρ(t) = U(t, t0) ρ0 U
†(t, t0),

MJ :FJQ
 E

ρ0
$ .(*#* -% -*-#$ + .(/!-$-G') *1)'2 -/!) MJ :P Q )*

U(t, t0)
$ . & ('#*)!' + .(6 $!*- % * *#$ "#*-"3V#-"#%*

i~
d

dt
U(t, t0) = H(t)U(t, t0).

MJ :F�Q
� !'  G*)%-'

ρ(t)
< -$ V#!* + %, '(#$-")' $) +(6)$ && )2 )%* & )'*!'G#*-V +)

U(t, t0)
: �  !" %)+ %% %" &#" -,- $) +(6)$ && )2 )%* &  !' * !" $)"  '+')" < 2 #-" +(*)'2 -% %" &$!*�* $ . '+')$-%(#-') * !* )% + %%#%* $# +(2 #',1) & )'2 )**#%* + . G*)%-' $)"  '+')" "!& ('-)!'" : J . & ('#*)!'+ .(6 $!*- % $-G')

U0(t) = e−i
t
~
H0 ,

MJ :F	Q
�  !-* +)" &' &'-(*(" +) 5' !& )

U0(t1)U0(t2) = U0(t1 + t2), U †
0(t) = U0(−t)

MJ :H�Q
/!- ")' %* " !6)%* !*-$-"()" +#%" $# "!-*) : @% -%*' +!-* $ . & ('#*)!' + .(6 $!*- % +#%" $# ')3&'(")%*#*- % + .-%*)'#,*- %

UI(t, t0) = U †
0 (t)U(t, t0)U0(t0),

MJ :H NQ
)* $ .1#2 -$* %-)% +) & )'*!'G#*- % )% ')&'(")%*#*- % + .-%*)'#,*- % +(X%- &#'

H0
I (t) = U †

0(t)HI(t)U0(t),
MJ :HOQ
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UI(t, t0)

6('-X) $ .(/!#*- %
i~

d

dt
UI(t, t0) = i~

d

dt
U †

0(t)
︸ ︷︷ ︸

(7.59)
= i

~
H0 U

†
0 (t)

U(t, t0)U0(t0) + U †
0 (t) i~

d

dt
U(t, t0)

︸ ︷︷ ︸
(7.58)

= H(t)U(t,t0)

U0(t0)

=
(
U †

0(t)H(t) − H0 U
†
0(t)︸ ︷︷ ︸

(7.59)
= U†

0 (t)H0

)
U(t, t0)U0(t0)

= U †
0(t)HI(t) U(t, t0)U0(t0)︸ ︷︷ ︸

(7.61)
= U0(t)UI (t,t0)

(7.62)
= H0

I (t)UI(t, t0).
MJ :HTQ

G% 2 )**#%* MJ :HTQ " !" V '2 ) -%*(5'#$) )* )% ')*)%#%* $# &')2 -8') -*('#*- % M+ %, $) *)'2 )$-%(#-') +#%"
H0
I

Q <  %  G*-)%*
UI(t, t0) = �− i

~

∫ t

t0

ds1 H
0
I (s1)UI(s1, t0)

MJ :HPQ
= �− i

~

∫ t

t0

ds1 H
0
I (s1) + O

(
H2
I

)
.

MJ :HFQ
G% ')6)%#%* I

U(t, t0)
&#' -%6)'"- % +) MJ :H NQ

U(t, t0) = U0(t− t0) −
i

~

∫ t

t0

ds1 U0(t− s1)HI(s1)U0(s1 − t0) + O
(
H2
I

)
,

MJ :HHQ
/!- )"* $) '("!$*#* X%#$ : G% &  !'"!-6#%* $ .-*('#*- % +) $ .(/!#*- % MJ :HPQ  % & )!* *' !6)' $)", ''),*- %" #!E  '+')" "!& ('-)!'" :

�6), $ .)E&')""- %
HI(t) = −Bf(t)

)* MJ :HHQ < $ . & ('#*)!' + .(6 $!*- %
U(t, t0)

" .(,'-* #!&')2 -)'  '+') +#%" $# & )'*!'G#*- %
U(t, t0) = U0(t− t0) −

i

~

∫ t

t0

ds U0(t− s) (−Bf(s)) U0(s− t0)

= U0(t− t0) +
i

~

∫ t

t0

ds f(s)U †
0 (s− t)B U0(s− t)U0(t− t0)

=

(
� +

i

~

∫ t

t0

ds f(s)B0(s− t)

)
U0(t− t0),

MJ :HJQ
#6), $# +(X%-*- %

B0(t) = U †
0(t)BU0(t)

: G% -%"('#%* MJ :HJQ +#%" MJ :FJQ  % #
ρ(t) =

(
� +

i

~

∫ t

t0

ds f(s)B0(s− t)

)
U0(t− t0) ρ0 U

†
0(t− t0)×

×
(
�− i

~

∫ t

t0

ds f(s)∗B†
0(s− t)

)
.

MJ :H�Q
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0 22)
f = f∗

<
B0(s− t) = B†

0(s− t)
)*
U0(t− t0) ρ0 U

†
0 (t− t0) = ρ0

M,#' $ .(*#* + .(/!-$-G')
ρ0

)"* "*#*- %%#-') " !"
U0(t)

Q <� MJ :H�Q +)6-)%*
ρ(t) = ρ0 +

i

~

∫ t

t0

ds f(s) [B0(s − t), ρ0] + O
(
f2
)
.

MJ :H	Q
G% -%"('#%* MJ :H	Q +#%" $# +(X%-*- % MJ :FHQ +) $# 6#$)!' 2  9)%%) +) $ . G")'6#G$)

A
 % #M#6), 〈A〉0 = Tr (ρ0A) = 0

Q
〈A〉 (t) = Tr (ρ(t)A) =

i

~

∫ t

t0

ds f(s)Tr ([B0(s− t), ρ0] A) + O
(
f2
)
.

MJ :J�Q
�#' -+)%*-X,#*- % +) MJ :J�Q )* +) $# +(X%-*- % MJ :FFQ +) $# V %,*- % +) '(&  %")  % )% *-')

χAB(t− t′) =





i

~
Tr
([
B0(t

′ − t), ρ0

]
A
)
, t > t′,

0, t ≤ t′,
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

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ρ0 (AB0(t) +B0(t)A)
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2 〈AB0(t) +B0(t)A〉 ,
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A
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%), 22!*)%* &#" < , .)"* &  !'/! -  % -%*' +!-* $) &' +!-* "92 (*'-"( +#%" MJ :JPQ :
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GAB(t)
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G̃AB(ω) =
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dt GAB(t) eiωt.
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0︸ ︷︷ ︸
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0︸ ︷︷ ︸
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0︸ ︷︷ ︸
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0︸ ︷︷ ︸
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ε→0
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χ̃BA (ω + iε) − χ̃∗
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~
th
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2
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ρ0 = 1
Qe−βH0
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e−βH0
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χAB(t) =
i

~

∑

n,m

〈n| [B, ρ0] |m〉 〈m|A0(t)|n〉

=
i

~

∑

n,m
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〈n|Bρ0|m〉 − 〈n|ρ0B|m〉︸ ︷︷ ︸
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︸ ︷︷ ︸
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(Em−En)

=
i

~

∑

n,m
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e−βEn
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χ̃AB(ω + iε) =

∫ ∞

0
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+
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∑
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︸ ︷︷ ︸
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f(t) +

1

m
F (t),
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MJ :	�Q
,#' 〈f〉 = 0

: I,'-6 %" $)" ')$#*- %" MJ :	�Q )* MJ :	HQ +#%" $# ')&'(")%*#*- % +) 
 !'-)'
−iω〈̃v〉(ω) = −γ〈̃v〉(ω) +

1

m
F̃ (ω),

MJ :		Q
〈̃v〉(ω) = χ̃(ω)F̃ (ω).

MJ :N��Q
J) '("!$*#* MJ :	JQ "!-* $ '"/! . % '(" !* ,)" (/!#*- %" &  !'

χ̃(ω)
:M--Q =  %*' %" I &'(")%* $# ')$#*- % +) �!,*!#*- %3+-""-&#*- %

Im (χ̃(ω)) =
βω

2γ
G̃(ω),

MJ :N� NQ
 E

G̃(ω) =

∫S
dt eiωt 〈v(t)v(0)〉 MJ :N�OQ

)"* $# *'#%"V '2 () +) 
 !'-)' +) $# V %,*- % + .#!* , ''($#*- % +)" 6-*)"")" : � !' ,)$# < % ") " !6-)%* /!) $# V %,*- % + .#!* , ''($#*- % +)" 6-*)"")" +#%" $# *1( '-) +) J#%35)6-% )"* + %%() &#' M6 -' MT :T�QQ
〈v(t)v(0)〉 =

1

βm
e−γ|t|,

MJ :N�TQ
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+ . E
G̃(ω) =

1

βm

∫S
dt eiωte−γ|t|

=
1

βm

∫ 0

−∞
dt e(γ+iω)t +

1

βm

∫ ∞

0
dt e−(γ−iω)t

=
1

βm

(
1

γ + iω
+

1

γ − iω

)

=
2

βm

γ

γ2 + ω2
,

MJ :N�PQ
 ' +) MJ :	JQ  % #

Im (χ̃(ω)) =
1

m
Im

(
1

γ − iω

)
=

1

m

ω

γ2 + ω2
,

MJ :N�FQ
,) /!- , %+!-* &#' , 2&#'#-" % +) MJ :N�PQ )* MJ :N�FQ #! '("!$*#* MJ :N� NQ :M---Q @% +(X%-* $) , )� ,-)%* +) +-F!"- %

D
&#'

lim
t→∞

〈
x2(t)

〉

2t
= D.

MJ :N�HQ
@% 6# 6 -' /!)

D = 1
2 G̃(ω = 0)

< ,) /!- 6# & )'2 )**') +) ')*' !6)' $# ')$#*- % +)
G -%"*)-%

D = 1
βmγ

: � !' ,) V#-') < &!-"/!)
x(t) = x(0)︸︷︷︸

=0

+
∫ t
0 dt1 v(t1)

< #$ '"
〈
x2(t)

〉

2t
=

1

2t

∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2 〈v(t1)v(t2)〉

=
1

t

∫ t

0
dt1

∫ t1

0
dt2 〈v(0)v(t1 − t2)〉

=
1

t

∫ t

0
dt1

∫ t1

0
dt2 〈v(0)v(t2)〉 ,

MJ :N�JQ
+ . E )% &')%#%* $# $-2 -*)

t→ ∞

lim
t→∞

〈
x2(t)

〉

2t

(7.107)
=

∫ ∞

0
dt 〈v(0)v(t)〉

(7.103)
=

1

2

∫S
dt 〈v(0)v(t)〉

(7.102)
=

1

2
G̃(ω = 0).

MJ :N��Q
; . E )% -%"('#%* MJ :N�PQ +#%" MJ :N��Q

lim
t→∞

〈
x2(t)

〉

2t
=

1

βmγ
= D.

MJ :N�	Q
@% 6 -* ,$#-')2 )%* +#%" ,) ,#" , 22)%* $) *1( '82 ) +) �!,*!#*- %3+-""-&#*- % 5(%('#$-")$# ')$#*- % +) G -%"*)-% *' !6() #! +(G!* +! , !'" :
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� NFJ
� 	� 	� � ������������ ����� �� ��� ������ �� �� �������� �� ��� ����

J .-%6#'-#%,) " !" $) ')%6)'")2 )%* +! *)2&" +) $# +9%#2 -/!) 2 -,' ", &-/!) < /!- )%*'#�3%#-* $# "92 (*'-)
Lαβ = Lβα

+)" , )� ,-)%*" ,-%(*-/!)" M6 -' $) ,1#&-*') FQ < # +)" , %"(/!)%,)"#%#$ 5!)" "!' $# V %,*- % +) '(&  %") � )$$) -2&$-/!) /!) $ . % & )!* -%*)',1#%5)' $)" '� $)" +)
A

)*
B

: � !' $) 6 -' <  % 6# G'-86)2 )%* +(X%-' $ . & ('#*- % +) +.)2.+C.4 .)7 ?B 7.4* C )%2 (,#%-/!) /!#%*-/!) : ; ) V#� % #%#$ 5!) I $# +(X%-*- % ,$#""-/!) MF :N�Q < )$$) )"* '(#$-"() &#'!%  & ('#*)!'
T

"!' $ .)"&#,) +)" (*#*" /!#%*-/!)" *)$ /!)
{
T † q T = q,
T † p T = −p.

MJ :NN�Q
J '"/! .-$ % .9 # &#" +) "&-% <  % & )!* +(X%-*

T = C
, 22) $# , %�!5#-" % , 2&$)E) +)"V %,*- %" + . %+) +#%" $# ')&'(")%*#*- % +) L,1'�+-%5)'

Cψ = ψ∗.
MJ :NNNQ

@% )% , %,$!* /!)
C

)"* #%*-$-%(#-')
C(λϕ+ µψ) = λ∗Cϕ+ µ∗ψ.

MJ :NNOQ
J .#+� -%* + .!%  & ('#*)!' #%*-$-%(#-')

A
)"* +(X%- )% 5(%('#$ &#'

〈ψ|Aϕ〉 =
〈
A†ψ|ϕ

〉∗
=
〈
ϕ|A†ψ

〉
.

MJ :NNTQ
G% #&&$-/!#%* MJ :NNTQ I

T
 %  G*-)%* &  !' * !*

ϕ

∫S
dx ψ∗(Cϕ) =

∫S
dx ψ∗ϕ∗ =

∫S
dx ϕ∗(C†ψ),

MJ :NNP Q
,) /!- 2  %*') /! .(5#$)2 )%*

C†ψ = ψ∗.
MJ :NNFQ

� -%"-
C = C† )"* #!* #+�  -%* < M#%*-Q!%-*#-')

CC† = C†C = �
< )* -+)2&  *)%*

C2 = �
:

�!-"/!)
p = −i~ d

dx

)"* &!')2 )%* -2 #5-%#-') )* /!)
q = x

)"* &!')2 )%* '()$ <  % 6('-X) /!)
C

# G-)% $ .#,*- % MJ :NN�Q :
�% 1#2 -$* %-)% )"* @)20+@0)7 C,BC 9. +.)2.+C.4 .)7 ?B 7.4* C "-

C†H C = H.
MJ :NNHQ

J .(6 $!*- %
U(t) = e−i

t
~
H )%5)%+'() &#'

H
") *'#%"V '2 ) + %, , 22)

C† U(t)C = U(−t). MJ :NNJQ
L- $# &#'*-,!$) &  '*) !% "&-%

S
<  % +("-') /!)

S
") *'#%"V '2 ) , 22) !% 2 2 )%*#%5!$#-')

p ∧ q
< + %,

S → −S " !" $ . & ('#*- % +) ')%6)'")2 )%* +! *)2&" : �#' )E)2&$) <&  !' !% "&-% N�O +#%" $# ')&'(")%*#*- % +)" 2 #*'-,)" +) �#!$-
σ = (σx, σy, σz)

 E
σx

<
σz" %* '()$$)" )*

σy
)"* -2 #5-%#-') &!' <  % # #6), MJ :NNNQ





C† σxC = σx,
C† σy C = −σy,
C† σz C = σz.

MJ :NN�Q
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� !' ,1#%5)' 5$ G#$)2 )%* $) "-5%) +)
σ
<  % & )!* )%, ') #+� -%+') I

C
!%) ' *#*- %

e−i
π
2
σy+ .#%5$)

π
#!* !' +) $# +-'),*- %

ŷ
/!- *'#%"V '2 )

σx
<
σz

)% −σx,−σz
: ; #%" ,) ,#" $ . & ('#*)!'+) ')%6)'")2 )%* +! *)2&" )"*

T = e−i
π
2
σyC,

MJ :NN	Q
)* "#*-"V#-* #!E 2U2 )" &' &'-(*(" +(� I (% %,()" &  !'

C
:0 %"-+(' %" +)"  G")'6#G$)"

A
)*
B

/!-  %* +)" &#'-*(" G-)% +(X%-)" " !" $ .#&&$-,#*- %+) $ . & ('#*)!' +) ')%6)'")2 )%* +) *)2&" �
T †AT = εAA, T †B T = εBB, εA, εB = ±1,

MJ :NO�Q
&#' )E)2&$) !%) +)%"-*( M

ε = 1
Q  ! !% , !'#%* M

ε = −1
Q : G% !*-$-"#%*

T †T = �
<
T † ρ0 T = ρ0#-%"- /!)

T † U0(t)T = U0(−t)

GAB(t) =
1

2
Tr
(
ρ0 (AB0(t) +B0(t)A)

)

=
1

2
Tr
(
T † ρ0 T︸ ︷︷ ︸

=ρ0

T †(AT T †B(t) +B(t)T T †A
)
T
)

=
1

2
Tr
(
ρ0

(
T †AT︸ ︷︷ ︸
=εAA

T † U †
0 B U0 T + T † U †

0 B U0 T T †AT︸ ︷︷ ︸
=εAA

))

=
1

2
Tr
(
ρ0 εA

(
A T † U †

0 T︸ ︷︷ ︸
=U0

T †B T︸ ︷︷ ︸
=εBB

T † U0 T︸ ︷︷ ︸
=U†

0

+T † U †
0 T︸ ︷︷ ︸

=U0

T †B T︸ ︷︷ ︸
=εBB

T † U0 T︸ ︷︷ ︸
=U†

0

A
))

=
1

2
Tr
(
ρ0 εA εB

(
AB0(−t) +B0(−t)A

))

= εA εB GAB(−t), MJ :NO NQ
&!-" )% *)%#%* , 2&*) +) MJ :JJQ

GAB(t) = εAεBGBA(t),
MJ :NOOQ

)* X%#$)2 )%* #&'8" *'#%"V '2 () +) 
 !'-)'
G̃AB(ω) = εA εB G̃BA(ω).

MJ :NOTQ
J) *1( '82 ) +) �!,*!#*- %3+-""-&#*- % MJ :�OQ )* MJ :NOTQ -2&$-/!)%*

lim
ε→0

1

2i

(
χ̃BA (ω + iε) − χ̃∗

AB (ω + iε)
)

=
1

~
th

(
β~ω

2

)
εA εB G̃BA(ω),

MJ :NOP Q
)% (,1#%5)#%* $)" '� $)" +)

A
)*
B

+#%" MJ :NOP Q
εA εB lim

ε→0

1

2i

(
χ̃AB (ω + iε) − χ̃∗

BA (ω + iε)
)

=
1

~
th

(
β~ω

2

)
G̃AB(ω).

MJ :NOFQ
J) 2 )2G') +) +' -*) +) MJ :NOFQ (*#%* (5#$ I ,)$! - +) $ .(/!#*- % MJ :�OQ +! *1( '82 ) +)
�!,*!#*- %3+-""-&#*- % <  % (5#$) $)" 2 )2G')" +) 5#!,1) &  !'  G*)%-'

χ̃BA (ω + iε) − χ̃∗
AB (ω + iε) = εA εB

(
χ̃AB (ω + iε) − χ̃∗

BA (ω + iε)
)
.

MJ :NOHQ
�#' $# "!-*) <  % )%*)%+ , 22) + .1#G-*!+) /!)

χAB(ω) = limε→0 χBA(ω + iε)
<
ω ∈ � :
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M-Q

εA εB = 1
: J .(/!#*- % MJ :NOHQ -2&$-/!)

χ̃BA (ω) + χ̃∗
BA (ω)︸ ︷︷ ︸

=2Re(
�

χBA(ω))

= χ̃AB (ω) + χ̃∗
AB (ω)︸ ︷︷ ︸

=2Re(
�

χAB(ω))

=⇒ Re (χ̃BA (ω)) = Re (χ̃AB (ω)) ,
MJ :NOJQ

)* , 22 ) -$ 9 # (5#$-*( +)" &#'*-)" '()$$)" $)" (/!#*- %" +) 4'#2 )'"34' %-5 MJ :PTQ )*MJ :PP Q -2&$-/!)%* $ .(5#$-*( +)" &#'*-)" -2 #5-%#-')"
Im (χ̃BA (ω)) = Im (χ̃AB (ω)) ,

MJ :NO�Q
+ . E

χ̃AB (ω) = χ̃BA (ω) .
MJ :NO	Q

M--Q
εA εB = −1

: J .(/!#*- % MJ :NOHQ -2&$-/!)
χ̃BA (ω) − χ̃∗

BA (ω)︸ ︷︷ ︸
=2i Im(

�

χBA(ω))

= −
(
χ̃AB (ω) − χ̃∗

AB (ω)︸ ︷︷ ︸
=2i Im(

�

χAB(ω))

)

=⇒ Im (χ̃BA (ω)) = − Im (χ̃AB (ω)) ,
MJ :NT�Q

)* , 22 ) -$ 9 # (5#$-*( I $# &#'-*( &'8" +)" &#'*-)" -2 #5-%#-')" $)" (/!#*- %" +)4'#2 )'"34' %-5 MJ :PTQ )* MJ :PP Q -2&$-/!)%* /!) $)" &#'*-)" '()$$)" " %* (5#$)2 )%*#%*-"92 (*'-/!)"
Re (χ̃BA (ω)) = −Re (χ̃AB (ω)) ,

MJ :NT NQ
+ . E

χ̃AB (ω) = −χ̃BA (ω) .
MJ :NTOQ

� !' '("!2 )' < )* -%,$!#%* )%, ') $ .)F )* + .!% ,1#2& 2 #5%(*-/!)
B

<
χ̃AB(ω,B) = εAεBχ̃BA(ω,−B),

MJ :NTTQ
')$#*- %" #%#$ 5!)" I ,)$$)" MF :FFQ &  !' $)" , )� ,-)%*" ,-%(*-/!)" : >$ 9 # * !*)V -" !%) +-F(3')%,) +#%" $# %#*!') +) $)!'" +('-6#*- %" : J)" ')$#*- %" MF :FFQ " %* *'8" 5(%('#$)" < -%,$!#%*+)" *'#%"&  '*" +) ,1#$)!' )* +) 2 #"") /!- %) " %* &#" 5(%('(" &#' +)" ,1#2&" )E *('-)!'" <2 #-" &#' +)" V ',)" *1)'2  +9%#2 -/!)" : �#' , %*') < $)!' +(2  %"*'#*- % )"* " !2 -") I ,)'3*#-%)" 19&  *18")" "!' $# +9%#2 -/!) 2 #,' ", &-/!) )* $)" �!,*!#*- %" : J# +(2  %"*'#*- %+) MJ :NTTQ I &#'*-' +) $# +9%#2 -/!) 2 -,' ", &-/!) %) V#-* #&& )$ I #!,!%) 19& *18") -%3*)'2 (+-#-') < 2 #-" $)" ')$#*- %" MJ :NTTQ  %* !%) #&&$-,#*- % &$!" $-2 -*() +#%" $) ")%" /!) $)" G")'6#G$)"

A
)*
B

+ -6)%* &  !6 -' U*') , !&$()" I +)" ,1#2&" )E*('-)!'" M&#' )E)2&$)($),*'-/!) < 2 #5%(*-/!)Q +#%" $ .1#2 -$* %-)% 2 -,' ", &-/!) :
� �� �������� �� ��� �

J# V '2!$) +) 4!G )E&'-2 ) I % !6)#! $# V %,*- % +) '(&  %")
χAB(t)

)% *)'2 ) +)", ''($#*- %" *)2& ')$$)" +)
A

)*
B

I $ .(/!-$-G') : J# V '2 ) )"* !% & )! +-F (')%*) /!) $) *1( 3'82 ) +) �!,*!#*- %3+-""-&#*- % < 2 #-" -$ " .#5-* + .!%) 6#'-#*- % "!' $) 2 U2 ) *182 ) : J .-+() )"*+ .)E&$ -*)' $ .#%#$ 5-) )%*') $)" V '2 )" )E& %)%*-)$$)" +) $ . & ('#*)!' "*#*-"*-/!)
e−βH

)* $ .(6 3$!*- % /!#%*-/!)
U0(t) = e−i

t
~
H0

<  E
H0

+("-5%) $ .1#2 -$* %-)% M, %")'6#*-V Q +! "9"*82 ) )%
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$ .#G")%,) +) & )'*!'G#*- % )E*('-)!') : @% 6 -* /!) $) &')2 -)' " . G*-)%* , 22) &' $ %5)2 )%*#%#$9*-/!) +! "), %+ #! *)2&" -2 #5-%#-')
t = −i~τ < τ ∈ � <

e−τH0 = U0(−i~τ).
MJ :NTP Q

L-
B0(t) = U †

0(t)BU0(t)
)"* $ .(6 $!*- % *)2&  ')$$) +) $ . G")'6#G$)

B
< " % &' $ %5)2 )%* )"*

B0(−i~τ) = eτH0 B e−τH0 ,
MJ :NTFQ

+ %*  % -%*85') &#' '#&&  '* I
τ

"# +('-6() ')"& ),*-6) I
τ

&  !'  G*)%-'
∫ β

0
dτ

d

dτ
B0(−i~τ) = B(−i~τ)|β0

(7.135)
= eτH0 B e−τH0

∣∣β
0

= eβH0 B e−βH0 −B.
MJ :NTHQ

G% 2!$*-& $-#%* MJ :NTHQ I 5#!,1) &#'
ρ0 = 1

Qe−βH0
 % #

ρ0

∫ β

0
dτ

d

dτ
B0(−i~τ) = [B, ρ0],

MJ :NTJQ
)* #&'8" $) ,1#%5)2 )%* +) 6#'-#G$)"

s = −i~τ

ρ0

∫ β

0
dτ

d

ds
B0(s)

∣∣∣∣
s=−i~τ

=
i

~
[B, ρ0].

MJ :NT�Q
G% 2!$*-& $-#%* $ . & ('#*)!' MJ :NT�Q &#'

A0(t)
 % #

ρ0

∫ β

0
dτ

d

ds
B0(s)

∣∣∣∣
s=−i~τ

A0(t) =
i

~
[B, ρ0]A0(t).

MJ :NT	Q

 -%#$)2 )%* <  % &')%+ $# *'#,) +) MJ :NT	Q )% ") '#&& )$#%* +) $ .)E&')""- % MJ :JOQ +) $# V %,*- %+) '(&  %")

χAB(t) =

∫ β

0
dτ

〈
d

ds
B0(s)

∣∣∣∣
s=−i~τ

A0(t)

〉
.

MJ :NP�Q
 E 〈· · · 〉 +("-5%) $# 2  9)%%) &'-") "!' $ .(*#* + .(/!-$-G')

ρ0
< )*

U0(t) = e−i
t
~
H0

<
A0(t) =

U †
0(t)AU0(t)

: 0 .)"* $# V '2!$) ,1)',1() < )$$) + %%)
χAB(t)

)% *)'2 )" + .!%) 6#$)!' 2  9)%%)+ .(/!-$-G') < "#%" +-"*-%5!)' )%*') &#'*-) '()$$) )* -2 #5-%#-') , 22) +#%" $) *1( '82 ) +)
�!,*!#*- %3+-""-&#*- % :
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�

� !" ')6)% %" I $ .)E)2&$) O +) $# "),*- % J :N< #6),
N

&#'*-,!$)" +) ,1#'5)"
en

)* &  "-*- %"
qn

" !2 -" I !% ,1#2& ($),*'-/!) )E *('-)!'
E(t)

1 2  58%) : J# & )'*!'G#*- % " .(,'-* M6 -'MJ :NFQQ
HI(t) = −D · E(t),

MJ :NP NQ
#6),

D =
N∑

i=1

eiqi
MJ :NPOQ



�	� 	 �
�
 ���� �� � ��
 NH N
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J
#! ,1#2& )E*('-)!'

J =

N∑

i=1

eivi.
MJ :NPTQ

J# ')$#*- % $-%(#-')
Jα(t) =

3∑

β=1

∫S
dt′ σαβ(t− t′) Eβ(t′)

MJ :NPP Q
+(X%-* $) *)%")!' +) , %+!,*-6-*(

σαβ(t)
: G% #&&$-/!#%* $# &' &'-(*( /!) $# *'#%"V '2 () +)


 !'-)' +! &' +!-* +) , %6 $!*- % )"* $) &' +!-* +)" *'#%"V '2 ()" +) 
 !'-)'
J̃α(ω) =

3∑

β=1

σ̃αβ(ω)Ẽβ(ω).
MJ :NPFQ

� " +)!E  G")'6#G$)" " %* + %,
A = J, B = D,

MJ :NPHQ
#6),

f(t) = E(t)
: G% ')2 #'/!#%* /!)
d

ds
D0(s)

(7.142)
=

N∑

i=1

ei
d

ds
qi(s) =

N∑

i=1

eivi(s)
(7.143)

= J0(s),
MJ :NPJQ

$# V '2!$) +) 4!G V !'%-* + %, $ .)E&')""- %
σαγ(t) =

∫ β

0
dτ

〈
d

ds
D0,α(s)

∣∣∣∣
s=−i~τ

J0,γ(t)

〉

(7.147)
=

∫ β

0
dτ 〈J0,α(−i~τ)J0,γ(t)〉 .

MJ :NP�Q
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σ̃αγ(ω) = lim
ε→0

∫ ∞

0
dt ei(ω+iε)tσαγ(t)

(7.148)
= lim

ε→0

∫ β

0
dτ

∫ ∞

0
dt ei(ω+iε)t 〈J0,α(−i~τ)J0,γ(t)〉 .

MJ :NP	Q
; #%" $# $-2 -*) ,$#""-/!)

~ → 0

σ̃αγ(ω) = β lim
ε→0

∫ ∞

0
dt ei(ω+iε)t 〈J0,α(0)J0,γ(t)〉 .
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