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Résumeé

Ce travail consiste en une étude purement microscopique de la force par unité de surface entre
deux demi-espaces plans remplis d’un conducteur idéal, et séparés par du vide grace a des parois
isolantes. Nous étendons au niveau microscopique pour des parois isolantes, et sans radiation, un
résultat de E.M. Lifshitz publié en 1956.

Le systéme X étudié consiste en deux demi-espaces plans A, = {x € R3|z; <0} et A, = {x €
R3|z1 > d}, séparés par une distance d > 0. Chaque systéme est modélisé par un plasma (conduc-
teur parfait), macroscopiquement électriquement neutre, a plusieurs composantes interagissant par le
potentiel de Coulomb. On s’intéresse a décrire la décroissance de la force résultante entre les deux
volumes dans le régime asymptotique d — oo (équivalent a un régime a haute température).

Les systemes sont décrits par la mécanique statistique de I’équilibre. L’observable force étant
une observable & deux corps, on exprime la force par unité de surface f(d) en terme de la fonction
de corrélation de charge a deux points, pour I’'un d’eux issu du premier volume, et pour I’autre du
deuxieme. La fonction de corrélation est alors développée en perturbations du potentiel d’interaction
U entre les deux volumes. Ceci permet d’exprimer la fonction de corrélation du systéme total
en termes de fonctions de corrélation tronquées du systéme de référence A,. On obtient ainsi une
expression analytique pour le terme dominant de la force par unité de surface f(d) dans le régime
d — 0.

Dans une premiére partie, le systeme 3 est classique. Nous montrons que la force par unité de sur-
1.1 1

face entre les deux corps décroit selon le résultat exact f(d) = 5755 + O(47), avec 8 = (kpT)~ L.
L’expression est inférieure d’un facteur ((3) = 1.202... a celle obtenue dans la littérature pour la
force entre parois aux propriétés métalliques (conditions de bord de Dirichlet) ou de diélectriques
idéaux.

La seconde partie étudie le systeme X semi-classique. Les particules sont traitées de fagon quan-
tique sans caractéere fermionique ou bosonique. La force obtenue est f(d) = %PQ +0 (d—ﬂ) avec
P le premier moment de la fonction de corrélation tronquée de charge du systéme A, sans influence,
c’est-a-dire lorsque U = 0. Dans la limite classique & — 0, on retrouve I’expression classique de la

force f(d).

Mots clefs: force entre plasmas coulombiens, parois isolantes, mécanique statistique.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Description non technique

Une particularité du probleme faisant I’objet de ce travail, est de pouvoir étre décrit trés simple-
ment. Ainsi, n’importe qui peut facilement en comprendre la problématique de base et le but visé.
Quoi qu’il en soit, commengons par décrire le systéme. Imaginez deux corps macroscopiques neutres,
des métaux de préférence, par exemple deux boules de pétanque. Puis, vous rapprochez ces deux mé-
taux jusqu’a ce qu’ils ne soient séparés que d’une trés faible distance d.

Fi1G. 1.1 — Description élémentaire du systéme

La question qui se pose est alors la suivante: quelle est la force de Coulomb résultante entre
ces deux corps pour de faibles distances d? Par exemple, des joueurs de pétanque trés méticuleux
pourraient se poser cette question pour améliorer la qualité de leur jeu... Non, en réalité cet effet est
extrémement faible, et totalement négligeable en ce qui concerne cet exemple humoristique. Quel-
qu’un pourrait alors s’exclamer:

"La force doit décroitre en d—°, c’est ce qu’on appelle I’attraction de Van der Waals."

C’est une bonne remarque, mais trop simplificatrice. En effet, I’utilisation des forces de Van der
Waals correspond a une approche phénoménologique. C’est une sorte de forme d’essai lorsqu’on ne
sait pas grand chose sur les corps en question, lorsqu’on ne peut pas, ou ne désire pas, trouver un
meilleur modele. De plus, I’attraction de Van der Waals est utilisée pour la description de la force
entre molécules, et il n’est a priori pas évident qu’on ait le droit de I’utiliser pour décrire des corps
macroscopiques. Dans notre cas, c’est légerement différent car on décide de modéliser les deux corps
macroscopiques par des plasmas, en appliquant la physique statistique. Plusieurs travaux ont déja
été réalisés sur ce probléme, par exemple [JS], [JT], [JR], [FIT], [Li], [Me], [SDM] et [SS], qui uti-
lisent tous une approche différente, mais aucun ne traite les deux corps par une méthode purement
microscopique sans imposer des conditions de bords particulieres. Cette modélisation du plasma est
similaire a un modele de gaz d’électrons libres, souvent utilisé en premiére approximation en phy-
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sique du solide, a la différence que notre modele est un plasma a plusieurs composantes. Les subtilités
de notre modéle proviennent de I’effet des parois, car leur présence engendre des phénoménes com-
plexes: écran partiel, formation de multipéles. De plus, on sait qu’en général I’existence de multipbles
impligue une décroissance plus lente des corrélations au sein du plasma, plus lente que pour le mo-
déle de Debye (écran exponentiel). Voici donc la différence avec le modéle de Van der Waals. Il est
possible de réaliser une étude plus précise que le simple modéle phénoménologique de Van der Waals,
en décrivant par perturbation ces phénomeénes plasmatiques complexes. Quelqu’un d’autre pourrait
alors affirmer:

"La force décroit proportionnellement a d—2 car le potentiel de Coulomb décroit selon d—1"

En fait, cette affirmation serait partiellement correcte si les deux solides macroscopiques étaient
considérés comme des particules ponctuelles. Par contre, il s’agit d’une hypothese beaucoup trop
forte, menant a une réponse extrémement simple: étant donné que nous imposons la neutralité ma-
croscopique des corps, la force résultante est nulle. Ainsi, I’intervenant pourra corriger son tir et poser
la question:

"Mais alors, qu’en est-il du développement multipolaire?"

C’est une bonne idée. Néanmoins, nous désirons étre plus ambitieux, et utiliser nos outils mathé-
matiques et physiques, pour étre en mesure de tirer plus d’informations sur le systeme qu’une simple
modélisation par un développement multipolaire.* Nous allons donc procéder selon une approche
microscopique, dans le but de caractériser un objet macroscopique. Ainsi, nous nous plagons dans le
contexte de la physique statistique. L’hypothése principale consiste a modéliser chaque corps par un
plasma, ce qui signifie un gaz de particules chargées. Cette approche est bien plus complexe. L’en-
semble du plasma transporte une charge totale nulle, méme si chaque particule individuelle est de
charge non nulle, ce qui signifie que la somme de toutes les charges est nulle, et ceci pour chacun des
deux corps macroscopiques. Chaque particule du plasma interagit avec une et une seule autre particule
a la fois, par le biais d’un potentiel & deux corps. De plus, chaque particule interagit non seulement
avec chaque particule du corps macroscopique auquel elle appartient, mais aussi avec les particules
localisées dans I’autre corps macroscopique. A ce stade, on peut étre un peu décu et s’exclamer:

"Ce modéle n’est absolument pas réaliste! En effet, il néglige toutes les interactions avec le réseau,
ce qui est absolument central pour les solides. Ainsi, ce modele est incapable de décrire des solides,
mais uniquement des gaz."

Oui, c’est vrai, mais seulement partiellement. Avant tout, il faut étre conscient que les calculs sont
déja suffisamment complexes, méme avec ces fortes hypothéses. Néanmoins, I’hypothese de base des
électrons libres est couramment utilisée dans plusieurs domaines de la physique dont la physique du
solide, et permet d’obtenir & titre de premiére approximation de relativement bons résultats. Etant
donné que I’étude purement microscopique du probléme n’a actuellement pas été réalisée, il est né-
cessaire de commencer avec le modele le plus simple. Ainsi, si une solution correspondant a cette
premiére modélisation est trouveée, il est possible de rendre les hypothéses de départ moins restric-
tives et d’essayer de résoudre ce nouveau probléme. Ceci est une démarche systématique et standard.
Si les particules sont considérées comme des objets classiques, c’est-a-dire dans le contexte de la
mécanique statistique classique, il est vrai que notre modele peut comporter certaines lacunes graves.
Néanmoins, la bonne surprise provient de I’étape suivante: le plasma quantique. En effet, en utilisant
la description quantique de I’état grand-canonique, il est bien connu que ce modele est potentielle-
ment capable de décrire la formation de matiére.

"Qu’est-ce que cela signifie?"

Cela veut dire qu’en partant du plasma, un gaz de particules chargées, et en appliquant une ap-
proche de physique statistique quantique, il est possible de montrer que sous certaines conditions,
notamment a basse densité, il y a formation de molécules, de matiére (voir [Ma3]). Par exemple, il a
été prouvé que sous certaines conditions, un tel plasma donne naissance a des atomes d’hydrogéne

1. Remarquons que le développement multipolaire réalisé selon une approche macroscopique ne correspond pas au but
fondamental que I’on se fixe, car il dépend de la forme des objets, et donc n’étudie pas I’essence physique du phénomeéne, les
mécanismes microscopiques. Par contre, le développement multipolaire de la physique microscopique va permettre d’inter-
préter et d’expliquer le résultat principal de ce travail.
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H, ainsi qu’a des molécules d’hydrogene Ho.

"Bien, et puis?"

En fait, cela montre que le modele du plasma n’est pas irréaliste du tout s’il est traité selon une
approche de mécanique statistique quantique. De plus, c’est un tres bon modeéle, qui potentiellement
est capable de décrire toute matiere. D’un autre point de vue, le plasma purement quantique est
extrémement difficile a manipuler, et nécessite des trésors de génie pour obtenir des résultats. Ceci
permet de rappeler le dicton qui prévaut toujours: il n’est pas possible d’avoir le beurre et I’argent du
beurre...

1.2 Phénomenes physiques

Comment peut-il exister une force entre deux corps neutres sépares par du vide? La réponse reléve
de I’électrodynamique quantique. Lorsque les corps macroscopiques sont trés rapprochés (distances
inférieures a 100 A, voir [ER]), un photon virtuel (c’est-a-dire qui viole la conservation de I’énergie
ou de la quantité de mouvement) émis par un atome de I’un des corps peut atteindre pendant sa
durée de vie un atome de I’autre corps. Les oscillations corrélées des moments dipolaires dus aux
photons virtuels, instantanément induits entre ces atomes, sont & I’origine de la force dite de Van
der Waals non retardée. Ceci ne constitue pas un effet Casimir au sens strict, car les fluctuations du
vide n’interviennent pas dans ce processus, pour de faibles distances. Par contre, la force de Casimir
apparait lorsque la distance entre les deux corps macroscopiques est suffisamment grande (c’est-a-dire
supérieure a 100 A, voir [ER]), de sorte que le photon virtuel émis par un atome de I’un des corps ne
peut pas atteindre le second corps pendant sa durée de vie. Dans ce cas, il y a annihilation du photon
et création d’une paire virtuelle électron-positron, et donc formation de moments dipolaires. Ainsi,
les corrélations du champ électromagnétique dans I’état du vide sont non nulles. La conséquence est
la création de moments dipolaires atomiques, qui engendrent une force, dite de Casimir, ou de Van
der Waals retardée.

Notre étude de la force ne tient pas compte des effets purement dynamiques, ¢’est-a-dire de la ra-
diation. Pour étre capable d’interpréter correctement la littérature, remarquons que la décomposition
du champ électromagnétique en une somme de modes propres releve déja de I’étude du probléme
dynamique. En effet, réaliser une telle décomposition stipule I’existence de photons d’une certaine
fréquence. Notre démarche élimine tout processus dynamique du modéle. Ceci revient a considérer
un potentiel vecteur identiquement nul, et a affirmer que le force n’est due qu’au potentiel électrosta-
tique.

Le résultat clairement établi dans la littérature (voir la section 1.3.1), est une décroissance de la
force par unité de surface en d—3 (une telle décroissance en puissances de d—! est dite algébrique).
On peut expliquer I’origine de cette décroissance plus lente qu’exponentielle. Les parois du systéme
impliguent un écran non sphérique de la charge des particules, ce qui méne a la formation de mul-
tipbles. D’autre part, il est bien connu, par I’étude du plasma quantique, que les fluctuations créent
des multipdles, qui détruisent I’écran exponentiel (voir [MB]). Ainsi, I’existence des multipbles en-
gendrés par les parois du systéme mene a une force qui décroit plus lentement qu’exponentiellement.
Dans le cas semi-classique,? grace aux fluctuations quantiques, il est encore plus probable que la
force résultante décroisse de fagon algébrique.

1.3 Publications sur le sujet

Cette section a pour but d’insérer notre travail de recherche dans le contexte des publications sur
le sujet.

2. Un systeme classique consiste en des particules traitées classiqguement (ce qui signifie sans mécanique quantique), alors
que dans le systeme semi-classique les particules sont considérées comme particules quantiques sans statistique quantique
particuliere (ce qui signifie la statistique de Maxwell-Boltzmann). Finalement, le gaz quantique est constitué de particules
quantiques assujetties a leurs contraintes statistiques (distributions de Bose-Einstein ou de Fermi-Dirac).
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1.3.1 Aspects historiques

L article qui constitue le réel point de départ de I’étude de la force f(d) entre deux corps macro-
scopiques séparés d’une distance d par du vide, est publié par H.B.G. Casimir en 1948 (voir [Ca]).
II'y donne notamment I’expression de la force & température nulle, soit f(d) = %hcd—ﬂ. Ce résultat
remarquable a valu a son auteur d’associer son nom a I’effet qui engendre cette force, soit I’effet
Casimir. En 1954, E.M. Lifshitz apporte une contribution majeure en généralisant I’étude a deux
diélectriques quelconques, de température non nulle (voir [Li]). Sa théorie sert de référence encore
actuellement (voir [DY] ou [BGKM] par exemple). Dans le régime des hautes températures, a trés
faible distance d plus grande que la longueur de corrélation, et dans la limite du conducteur parfait de
constante diélectrique ¢ — oo, il établit

¢@3) 11

fld) == =, (1.1)
avec ¢(3) = 1.202... la valeur de la fonction zeta de Riemann, et 3 = (kpT)~'. Par la suite, des
corrections en température a (1.1) ainsi qu’au résultat original de Casimir on été établies (voir [Me],
[SDM], [BGKM]), et I’étude réalisée pour d’autres géométries que deux plagues planes, grace au
théoréme de proximité de la force (voir [BRST]). Du point de vue expérimental, la transition entre
forces de Van der Waals non retardées et retardées (voir la section 1.2) a été observée en 1968 (voir
[TW]). Par contre, la premiére vérification directe du résultat original de H.B.G. Casimir & moins de
1% d’erreur pour des solides ne date que de 1996 (voir [La]), suivie par plusieurs autres confirmations
(voir [MR], [La2]). A notre connaissance, (1.1) n’a pas encore pu étre vérifiée.

1.3.2 Travaux théoriques similaires

Formulons exactement le probléme qui fait I’objet de ce travail de dipléme. Il s’agit de I’étude
selon une approche microscopique de la force par unité de surface entre deux demi-espaces plans
remplis d’un conducteur parfait, séparés par des parois isolantes et du vide, a tres faible distance de
séparation d, sans rayonnement, et a température non nulle. Ainsi, le résultat fourni par la littérature
qui s’approche le plus de notre modele est donné par (1.1). Nous survolons donc différentes publica-
tions établissant cette derniére relation. Il est intéressant de constater la multitude des approches et
des systémes étudiés, qui tous redonnent (1.1).

Commencons par décrire brievement les articles qui utilisent la méme géométrie que celle que
nous étudions, c’est-a-dire deux demi-espaces plans. [Li] exploite les fluctuations du champ élec-
tromagnétique ainsi que les équations de Maxwell du champ aléatoire, en imposant la condition de
bord de transversalité et de continuité des composantes tangentielles des champs E et H. [BH] utilise
la formule de Kubo ainsi que le théoréme de fluctuation-dissipation. [SDM] opte pour une théorie
variationnelle de champs, ainsi que pour les équations de Maxwell.

Les articles qui utilisent une géomeétrie différente et établissent tout de méme (1.1) sont les sui-
vants. [SS] étudie deux parallélépipédes aé; + [1é2 + [2€3 grace au formalisme semi-classique de
Matsubara (voir [Ka]), et obtient (1.1) pour a — oo. [JT] établit la relation (1.1) en dimension D
entre deux parois a distance d contenant un systéme de Coulomb, selon deux approches. La premiére
se base sur la théorie des champs gaussiens et de I’intégration fonctionnelle, tandis que la seconde
exploite la propriété d’écran parfait des dipdles prés de la paroi d’un conducteur parfait, ainsi que la
théorie de la réponse linéaire. Toutes deux utilisent des conditions de bord de Dirichlet. [FJT] établit
le méme résultat pour le méme systéme, mais en faisant usage du tenseur de Maxwell, tandis que
[JS] réalise le calcul pour des parois faites d’un diélectrique idéal. [JR] étudie deux miroirs plans
situés en {x1,22} = {0,d}, avec un champ électromagnétique de chaque c6té de ces derniers, en
utilisant la matrice S. [DY] part de la théorie de E.M. Lifshitz (voir [Li]), pour I’appliquer au systéme
formé d’une plaque plane d’épaisseur a et d’un demi-espace, a haute température. Finalement, [Me]
choisit une boite L3 = {z; € {0,L} Vi = 1,...,3}, avec un plan en z; €]0,L][, dans laquelle existe
une certaine quantité d’énergie sous forme d’un champ électromagnétique stationnaire a I’équilibre
thermique. Ce champ est décomposé en une somme de modes propres, pour appliquer ensuite la
mécanique statistique quantique.
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Les articles [Me] et [JT] sont particulierement intéressantes. Tout d’abord, I’article [Me] exploite
des idées trés simples pour obtenir un résultat qui contient aussi bien la relation de I’article original
de H.B.G. Casimir que (1.1), ainsi que leurs corrections respectives en température. Dans le cas de
la publication [JT], la dérivation faisant usage de la théorie de la réponse linéaire est trés simple, et
de plus fait apparaitre une dépendance explicite de la force dans le choix des conditions de bord. La
propriété d’écran parfait des dipdles utilisée est une conséquence directe de la rapide décroissance
des corrélations conséquente au choix de parois parfaitement conductrices (conditions de bord de
Dirichlet). Cette propriété n’est plus vraie dans le cas de parois isolantes. Aucune publication, a notre
connaissance, exploite une démarche purement microscopique avec des parois isolantes, aussi fonda-
mentale que celle que nous réalisons, qui ne recourt pas a des conditions de bord de Dirichlet (parois
métalliques, conducteur parfait), ou qui modélise les parois par des diélectriques idéaux. Comme
le mentionne [JS], I’égalité de la force (1.1) pour ces deux derniers systémes est un résultat remar-
quable, qui est loin d’étre trivial. Par conséquent, la relation (1.1) est I’expression de la force pour un
systeme différent du nétre (parois ayant la propriété d’un conducteur parfait de rapport de constantes
diélectriques € = oo, ou d’un diélectrique idéal® ¢ = 0), et a priori il n’y a aucune raison que nous
trouvions le méme résultat.

1.4 Enjeux

On peut se demander s’il est réellement nécessaire d’investir plusieurs mois pour essayer de
répondre a des questions théoriques comme celles que 1’on se pose, sans qu’il n’existe d’applications
a premiére vue. En fait, je vais vous exposer quelques arguments, qui justifient pleinement cette étude.

Premiérement, I’étre humain a toujours montré une certaine dose de curiosité. Ainsi, cela fait
partie de la psychologie humaine d’identifier et de trouver des solutions a de nouvelles questions.
Néanmoins, cet argument peut sembler un peu léger pour certaines personnes, et ne pas justifier le
travail nécessaire.

Le second argument est que, malgré un certain regain d’intérét ces dernieres années depuis les
premiéres vérifications expérimentales (voir [La] ou [MRY]), le sujet n’est pas étudié par une exces-
sivement vaste communauté scientifique. En effet, I’étude de la force entre plaques planes est un
vieux probléme (voir [Ca] ou [Li]), qui n’est plus réellement remis en cause, et qui ne bénéficie pas
des mémes aspects spectaculaires que la condensation de Bose-Einstein ou la recherche du Boson de
Higgs par exemple. Ainsi, il est plus facile d’obtenir des résultats théoriques intéressants relativement
rapidement sur une telle recherche si on dispose d’une nouvelle approche, ce qui est notre cas.

Finalement, la réponse a notre probleme peut servir dans le domaine plus ésotérique de la théo-
rie des supercordes. En effet, les chercheurs en théorie des supercordes ont besoin de connaitre la
décroissance exacte de la force due au potentiel de Coulomb, pour étre capables de la soustraire de
la force totale a courte distance, et ainsi d’en extraire les contributions dues a la force de gravitation
uniguement. Néanmoins, cette discussion va réellement au-dela du cadre de ce rapport de dipléme...

1.5 Choix didactique

Il existe plusieurs manieres différentes d’exposer un sujet. Bien entendu, le contexte de la pu-
blication exige souvent un choix didactique particulier. Par exemple, un article dans une revue doit
étre spécialement concis, formel, et avec le minimum de calculs intermédiaires non strictement né-
cessaires. Dans le cadre d’un travail de dipléme, il existe une certaine liberté en ce qui concerne ce

3. Soient deux systemes séparés par une paroi plane, le systéme de gauche étant caractérisé par une constante diélectrique
€1, et celui de droite contenant le plasma par 2. On modélise différents systemes par le choix de €1 et e2, ce qui nécessite de
résoudre I’équation de Poisson pour le potentiel de Coulomb, avec les conditions de bord appropriées, donnant I’interaction
entre les particules du volume de droite. Soit e = €1 /e2, alors le conducteur parfait est tel que e2 > €1, donc e ~ 0, tandis
que pour le diélectrique idéal e2 ~ g, €1 > €2, donc € ~ co. Dans notre cas, e1 = €2 = €o, ce qui permet de s’affranchir
de conditions de bord pour le potentiel de Coulomb. On utilise alors le terme “paroi isolante", pour dire que les parois n’ont
pas de propriété particuliere.
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choix. Un exposé composé d’une suite de théorémes et preuves, méthode souvent utilisée en phy-
sique mathématique, aura le mérite d’étre clair et rigoureux. Par contre, le contenu risque d’étre un
peu austére et difficile a assimiler. C’est pourquoi nous choisissons une voie un peu moins formelle,
qui consiste a intercaler un maximum d’interprétations physiques et d’illustrations, quitte a rendre le
document plus long. De plus, nous tachons d’offrir au lecteur les détails ainsi que les "astuces" de cal-
cul suffisants pour lui permettre d’étre en mesure de refaire les passages intermédiaires rapidement,
sans acte divinatoire. Néanmoins, pour alléger la partie principale du présent document, la plupart de
ces explications sont reproduites en annexe, de méme que certains résultats qui ne contribuent pas
directement & la réalisation des buts du travail de dipléme.

1.6 Démarche générale

Afin d’éviter que le lecteur ne perde de vue le contexte et les buts des calculs, on désire présenter
la démarche générale suivie dans ce travail. Le but est donc de fournir au lecteur une vision globale
et synthétique des calculs a effectuer.

Soient deux corps modélisés par des demi-espaces plans A, C R3 et A, C R3, soit d la distance
de séparation de ces deux corps, C(q.,qs) la fonction de corrélation de charge & deux points issus de
volumes différents en interaction. Alors, étant donné que la force F est une observable a deux corps,
on peut se ramener a I’expression suivante de la force f(d) entre A, et Ay, avec @ la fonction de
partition.

f(d)=/Ad3qa /Ad3QbC(CIaaCIb)F(CIa_Qb) (1.2)
1

o) = 3 /dw ¢~ BUEDHUTD) ((qu)C(qy) ¢V m) (1.3)

=1-BU+22U24+0(U3)

L’expression (1.2) est fonction des deux grandeurs F(q, — qp) et U(rq,r) (par I’intermédiaire de
(1.3)) qui dépendent de d, et qui deviennent petites lorsque d — oo. L’idée est alors de réaliser un
développement asymptotique de F(q, — q») et C(qq,qs) pour d — oo. Dans le cas de la fonction
de corrélation C'(q,,qs), le petit paramétre du probléme est le potentiel d’interaction U (r,,ry) entre
les deux volumes. En effet, si les systémes sont trés éloignés, alors I’interaction U (r,,r;) entre ces
systemes devient tres faible. Ainsi, on peut développer I’expression (1.3) en puissances du potentiel
d’interaction. Cette démarche permet d’exprimer la fonction de corrélation du systéme en interaction
C(qq,q») €n termes des fonctions de corrélation des systémes A, et A sans influence mutuelle,
c’est-a-dire lorsque U (r4,75) = 0, sur lesquelles on connait des résultats (électroneutralité et régle de
somme, voir [Ma2]).

L’étape suivante consiste a insérer le développement (1.3) dans I’expression (1.2), pour réaliser
un développement asymptotique de la force F(q, — qp) & grande distance de séparation, et collecter
les coefficients des puissances de d—! donnant la force f(d). On s’intéresse en particulier au premier
coefficient non nul, donnant la contribution dominante.
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Chapitre 2

Modeélisation indépendante des
statistiques

En plus de la présentation des hypothéses et du systéme, ce chapitre a pour but de démontrer la
proposition suivante.

Proposition 2.1 Soit F(qa — a) = 12— "5é1, Aa = {da € R?|qa, < 0}, Ap = {qp € R?|gp, >

d}, C(aq,qp) la fonction de corrélation de charge de deux points, alors la force par unité de surface
f(d) entre A, et A;, est donnée par I’expression suivante.

1
f(d) = lim —2/ d’qq / *qy F(gqa — 96)C(qa.a5) (2.2)
T2, "

2.1 Hypothéses et nomenclature

Notons

- S le nombre total d’especes de particules.

- eq, lacharge de la particule ¢ qui est de I’espéce o, a = 1,...,S.

- Qai € Ay CR3Vi=1,...,N les positions des particules de A,.

< qu; € Ay CR?Vj =1,...,N les positions des particules de A,.

- q les variables transverses dans les directions é et €3, i.e. § = (¢2,93), du = (¢a,,9,)-
- A une observable ou un opérateur sur I’espace de Hilbert 7, ou de phase I.

Expliguons la notation utilisée pour décrire les arguments de la fonction de corrélation tronquée
de charge. Pour mettre en évidence les variables de troncation, nous séparons le groupement de va-
riables tronquées par ";". Par exemple Cr(q,y; z) est la fonction de corrélation tronquée du couple
de variables {q,y} par rapport a la variable z. Parfois, il sera nécessaire d’expliciter les symétries de
la fonction de corrélation tronquée. Pour ce faire, on séparera d’abord par ;" les variables de tron-
cation, pour ensuite indiquer par ":" le début d’un autre groupement de variables dont la fonction de
corrélation dépend. Par exemple, la fonction de corrélation tronquée a deux points Cr(q;y) dans un
systéme invariant par translation dans les direction &, et &3 sera notée Cr(q1; y1 : |2 —y2|,|qs —ys|).

Le systéme étudié consiste en deux demi-espaces
Ao = {x=(z1,22,23) € R®2; <0}
Ay = {x=(z1,22,23) € R®|z1 > d}
séparés par une distance d > 0, interagissant par un potentiel de Coulomb V. A, et A, sont dits semi-

infinis. Le bord de chaque systéme est constitué d’une plaque plane L x L, avec L = oo, comme
I’illustre la figure 2.1.
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F1G. 2.1 — Description du systeme
Les particules sont soumises aux contraintes qq.; € Aq Vi = 1,...,Netqy; € Ay Vj = 1,...,N. f;; représente la force
de Coulomb s’exercant entre les particules qq; € Aq €t qp; € Ay,

Hypothése 1 Chaque corps délimité par les volumes A, et A, est un plasma formé de particules de
masses m,,, et de charges e, quelconques, avec en genéral mq, # ma, et eq, # €q, POUri # j.

Hypothese 2 Les particules issues de chaque volume sont confinées dans leur volume respectif, et
donc ne peuvent ni passer de A, & A, ou vice-versa, ni étre dans la région R3\ {A, U Ay}

On décide d’inclure cette condition de confinement dans la définition des observables, plut6t que
de prendre un potentiel extérieur confinant V.. (x) (voir la figure 2.2).

Hypothese 3 Chaque volume A, et A, satisfait a la condition de neutralité macroscopique.

Soient C(q, ) et C(qp) les densités de charge des volumes A, et A, respectivement, alors I’hypo-
thése 3 implique que and3qa C(q) = fAbd3qb C(qp) = 0. Nous exigeons la neutralité macrosco-
pique car I’effet physique faisant I’objet de ce travail n’est pas I’étude de la force d’interaction entre
corps chargés, mais plutdt de la force résultant des fluctuations de charges conséquentes a I’interac-
tion mutuelle des particules constituant les corps neutres. On note encore que les plasmas étudiés sont
inhomogeénes, ce qui constitue la difficulté du probléme. *

Hypothése 4 Chaque systéme A, et A, est a I’équilibre thermique, caractérisé par une température
unique et uniforme 8 = (kgT) ! < co.

1. La force entre deux corps macroscopiques modélisés par des plasmas homogenes peut étre trouvée facilement par le
modele de Debye.
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Vext(X) oo
A ﬁ |
TR
\
0 a > X

F1G. 2.2 — Confinement des particules par un potentiel doux
I aurait été possible de confiner les particules dans A, et A, par un potentiel doux extérieur Ve (), ici en traitillé.

L’hypothése 4 combinée a I’hypothese 1 du plasma assurent la propriété d’écran parfait, c’est-
a-dire que la charge totale du nuage d’écran autour d’une particule donnée est exactement opposée
a la charge de cette derniére particule (voir [BM] pour la preuve). De plus, on constate que notre
modélisation ne tient pas compte des effets dus a la radiation.

Hypothese 5 La mécanique statistique de I’équilibre s’applique, I’ensemble statistique est I’en-
semble canonique.

Chaque volume A,, A, contient donc exactement NV particules. Cette hypothése satisfait a priori
notre intuition physique dans le sens ot on modélise deux solides a tres grand nombre fini de parti-
cules, et sans contact avec un réservoir de particules. De plus, I’hypothese 6 leve I’éventuelle problé-
matique de I’équivalence des ensembles avant de procéder a la limite thermodynamique.

Hypothése 6 Les volumes A, et A, sont des demi-espaces délimités par une paroi plane, et donc
sont de mesure infinie dans chacune des directions &;,7 = 1,...,3.

Cette derniere hypothése méne a une discussion subtile qu’il est impératif de bien comprendre. En
effet, faut-il procéder au développement asymptotique d — oo de grandeurs dans un volume infini,
ou plutét dans un volume fini, pour seulement ensuite prendre la limite thermodynamique. Supposons
que les volumes A, et Ay soient des boites de c6té L (voir la figure 2.3), alors la discussion précédente
revient a choisir de traiter les limites dans I’ordre limg_, o, limy,_,~ OuU bien limy,_,~c limg_,c.

Na A
e3

L jéz
61

L|© > L

L
L L
d |

FIG. 2.3 — Systéme fini L3

Etant donné que le volume infini est une idéalisation de la réalité, il semblerait correct de travailler
en volume fini et de choisir I’ordre des limites lim,_, o limg_, .. Néanmoins, le traitement en volume
fini est beaucoup plus complexe car la présence de parois brise la symétrie de translation. En effet, les
densités de charges C'(q,) et C(qp) dépendent explicitement des variables transverses décrivant le
systeme dans les directions &, et €3, car une densité de charge s’accumule prés des parois. Par contre,
dans la limite L — oo, les parois allant a I’infini, le systéme devient invariant par translation dans le
plan engendré par &, et &3, ainsi les densités de charges ne dépendent plus que de la composante dans
la direction &;. Cette invariance par translation s’avére absolument nécessaire par la suite. De plus,
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considérer le systeme fini implique dans les calculs ultérieurs I’existence de bornes d’intégration fi-
nies, ce qui pose des problémes a priori insurmontables lors de certains changements de variables, car
la dépendance en la distance de séparation d va rester dans ces bornes d’intégration, rendant difficile
le traitement asymptotique d — oo. Un autre probléme inhérent au choix lim .. limg— €st la
non équivalence des ensembles statistiques avant de prendre la limite thermodynamique L — oo.
Finalement, on ne connait pas de régles de somme (voir I’annexe A.12) autres que I’électroneutralité
pour les fonctions de corrélation dans un systéme fini, ce qui empécherait I’obtention d’un résultat
analytique, et donc la comparaison avec la littérature. Ces considérations poussent au choix du trai-
tement asymptotique du systéme infini, soit limy_. ., lim ... Par contre, il est possible d’étudier le
développement asymptotique d — oo du systéme d’épaisseur a < oo selon é1, soit un systeme de
deux plaques. Néanmoins, nous choisissons a = oo car le résultat final pour a < oo se déduit plus
facilement des calculs avec a = oo que le contraire (voir la section 3.2.5).

Hypothese 7 La force de Coulomb résultante f(d) entre A, et A, admet un développement asymp-
totique en puissances de d~! pour d — oc.

A priori, cette hypothése peut trés bien s’avérer erronée. Néanmoins, les calculs exhiberont un tel
développement convergent, confirmant ainsi I’hypothése 7.

Hypothése 8 Soit F I’observable force entre A, et Ay, soit < F > et < F > la valeur moyenne de
I’observable force dans le systéme infini et fini respectivement, alors

1 /. 1 . 1 /-
L11—I>I<;lo 2 <F>L - Lh—{r;o L2 ngréo <F>L - Lh—rgo 2 <F> '

Cette derniére hypothése nécessite quelques précisions. D’aprés I’hypothése 6, les densités de
charge et fonctions de corrélation utilisées pour le calcul de < F > sont celles du systéme infini. Or,
le calcul rigoureux de la force par unité de surface nécessite I’expression en volume fini < F>p,ce
qui est impossible avec notre approche. C’est pourquoi nous devons ajouter cette nouvelle hypothese.
De plus, aussitot que la divergence d’ordre L2 de < F > se manifeste explicitement, on se permet de
I’éliminer gréace au facteur L~2 de la limite thermodynamique. Nous supposons néanmoins que cette
hypothése n’a pas d’incidence sur le résultat final.

2.2 Description du systeme
Soit I I’espace de phase du systeme, H I’hamiltonien décrivant la dynamique du systeme, q; €
R3Vi=1,...,2N, Xo(x) la fonction indicatrice de Q C R3.
I — R23:2N (2.2)
H= U(qla s 7qN) + U(qN+17 s aq2N> + U(qlv <o dN AN 41, - - - 7qQN) (23)

=Ta =ry =Ta =rp
q:(q1;-~-;qN;qN+1;-~-;q2N):(T'a;rb> (24)
€A, €Ay
€a;Ca;
U(ra) Z ﬁXA“ (ai) X, (a;) (2.5)
1<i<j<2N i~ 9
€a;Ca
Ulre) = Z ﬁXAb (ai) X, (9;) (2.6)
1<i<j<2N Qi — 9
€q, Cos
Ulram) = Y ﬁXA (di)Xa, (a5) 2.7)
1<i<j<2N i~ 9
Y=A,UAp AL NAy =0 (2.8)
Zl=2N  AJ=N A =N (2.9)

<A> - /de (2.10)
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Les grandeurs (2.5) et (2.6) ne sont pas définies en q; = q;, et il y a effondrement de la matiere si on
ne tient pas compte des statistiques quantiques. Une régularisation du potentiel de Coulomb a I’ori-
gine serait alors nécessaire (voir [MB]). Néanmoins, nous pourrons contourner ces divergences par
la suite, par conséquent la régularisation explicite n’est pas requise. La signification de I’intégration
sur I’espace de phase [dw reste a préciser dans les chapitres 3 et 4, car elle dépend explicitement du
choix de la théorie, classique ou quantique. Néanmoins, nous avons déja besoin de donner une forme
plus explicite de I’espace de phase. Heureusement, il est actuellement possible d’utiliser la définition
de I’espace de phase classique sans restriction de généralité, car les cas semi-classique et quantique ne
font qu’ajouter des degrés de liberté supplémentaires a I’espace de phase classique. Par I’hypothése
3 de neutralité électrique, la charge totale de chaque systéme A, et A, doit étre nulle, c’est-a-dire
Zf;l €a; = Zf;l ea,,n = 0, contrainte a inclure dans I’intégration sur I’espace de phase.

1= 1 Q2N = 1

On simplifié I’intégration sur la partie cinétique de I’espace de phase avec la fonction de partition,
étant donné que I’on ne considere par la suite que des observables indépendantes des moments conju-
gués p; (donc de I’impulsion, car on considére des particules ponctuelles). De plus, pour alléger la
notation, on omet par la suite I’écriture de la contrainte de neutralité de charge dans I’expression de

Jdw.

2.3 Observable force

L observable force F exercée par A, sur A, est formée de la somme sur chaque couple de parti-
cules {7,j} de la force de Coulomb f,,,, exercée par la particule i dans A, sur la particule j de A.

Etant donné qu’il n’existe pas de champ extérieur inhomogene, alors fu,a, = fa,a,(a; — qj).

F(Q) = Z fOliDlj (qi - Qj)
1<i<j<2N
€a;Ca;
= Z (_V(Qin) |q0‘<;;|) X, (qi) X, (qj)
1<i<j<2N i j
qdi — q;
= ) eaca ﬁ X, (ai) X, (q;) (212)
1<i<j<2N i — 9

:F(Xi aj (ai—aqj)

Le but est de trouver une formulation pour que F soit une observable & deux points. Ainsi, F doit
s’écrire comme une somme de fonctions symétriques sous I’échange de deux particules, ce qui
n’est pas le cas pour les fm% (d; — q;) dans (2.12), qui sont antisymétriques a cause du principe
d’action-réaction. Par contre, on vérifie que Gaiaj (d; — q; ) défini par (2.13) satisfait la symétrie
sous I’échange de deux particules, et par conséquent nous avons construit une observable a deux
corps dans un espace de phase a 2V particules. ?

P(q) = > Faa,(ai — ay) (A, (@)X, (a5) — Xn, (@47), (@) = > Gaa, (a5 — ay)
1<i<j<2N 1<i<j<2N

2.13)

2. Le lecteur peut vérifier I’exactitude de la relation (2.13) par un cas particulier ou N = 2.



CHAPITRE 2. MODELISATION INDEPENDANTE DES STATISTIQUES 16

2.4 Valeur moyenne de I’observable force: fonctions de corréla-
tion

Commencons par un bref rappel sur les fonctions de corrélation. Soit I’état canonique ® & nombre
de particules 2V fixe, soit z; = y; = (@isp:), Y = (Y1, Yon—k), X = (21,...,22N), soit
A(X) =3 gcx A®(X) une observable a k points indépendante des impulsions, c’est-a-dire A =

|X|=k R ~
A(q), et telle que A®) (X)) soit symétrique dans les X, soit @ la fonction de partition, soit

1
_ —BH
LI (2.14)
"7 Q
PP (1, ... k) = /dQN_kw(Y)P(xl, TRy YN k) (2.15)

avec p®) (21, . ..,z lafonction de corrélation a k points dépendante des impulsions. Soit d*w(X) =

d*pu(qy, . . ,qk)%, avec d*uu(qy, . . . ,qx) une mesure de Lebesgue & k points indépendante

de I’impulsion. Par exemple, dans notre cas,

S
dku(ql, e ;qk) = Z d3ql e d3qk. (216)

041:1

Oék.=1

La valeur moyenne de A est alors donnée par

<A> - /dkw(X)p’f(X)A“f) (X) (2.17)
Epr...Ppi

= /dku(qlﬂ AR 7qk)W|]€A(k) (qlﬂ AR ’qk>p(k) (x:l? AR ’Zk> (2'18)

1 A 1
= 7 dkﬂ(‘]h . an)A(k) (qi,. .- 7Qk)W/d3P1 - .d3pkp(k) (w1,...,21) (2.19)

=pF) (q1,--,qk)
o 1 o

<A> = E /dk:u(qh R 7qk)A(k) (qla v aqk)p(k) (qla s aqk) (220)

Le cas (2.13) qui nous intéresse est celui d’une observable & deux points & = 2. Pour & = 2, la
fonction de corrélation a deux points est donnée par la valeur moyenne du produit des densités de
particules de I’espéce «; et a; modulo une distribution de Dirac (voir [Gr]), dont la contribution va
par la suite s’avérer nulle dans notre cas.

P (A1,02) = (P (A1) Pas (a2)) — 3(a1 — A2)0a, 005 (a1) (2.21)

La fonction de corrélation a un point ,o((fa) (a1 ) est égale a la densité de particules p,, (q1) de I’espéce
g, et

(Pou (A1) Pas (Q2)) = % /dw e PHILT) b (1) pay (d2) (2.22)

P (1) = (po (1)) = % /dwe’ﬁH(”“)ﬁal(ql), (2.23)

3. Nous faisons ici effectivement une restriction de généralité en choisissant I’ensemble statistique, avec une moyenne
statistique s’exprimant sous la forme d’une intégrale, malgré le fait que ce chapitre est sensé contenir des résultats indépendants
de la statistique. Néanmoins, cette restriction de généralité ne porte pas a conséquence, car dans la suite nous considérons
toujours I’ensemble canonique. Pour ce qui est de la forme intégrale de la moyenne sur I’espace de phase, il ne s’agit pas d’une
restriction de généralité, car il est possible dans les cas semi-classique et quantique (grace a la relation dite "formule magique",
voir [MB] ou [Me2]) de ramener I’opérateur de trace sur I’espace de Hilbert a une intégrale sur un espace de phase étendu.
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avec rp = (r1,...,rn), 72 = (rn41,--.,L2n). Pa, (q1) €St I’observable densité de particules de
I’espéce « au point q;, définie par

Pos (a1) Zam —a). (2.24)

L’observable de densité totale de particules se définit naturellement comme la somme sur les especes
des opérateurs de densité d’une espece donnée

s 2N
= Z o (A1) = Z 6(ri —ai). (2.25)
=1

a1:1

Ainsi, (2.13), (2.20) et (2.21) permettent d’établir une nouvelle expression pour la moyenne de I’ob-
servable force. Ceci va entre autre permettre de relaxer la contrainte A, N A, = & des observables,
pour I’inclure dans I’intégration sur I’espace de phase.

s
(2. 20) 1
< > Z Z /dg(h /d @2 Goyon (a1 — @2)p,, (A1,92)

041 1042 1

051 10(2 1

(2. 13) 1
Z Z < A, UA / 012 P2y (1,02 F oy (a1 — G2) X, (1) X, (q12)
b
,Ab

,Aa

/A UAb /A d? CI2 P (1,02 Fary s (a1 _QQ)XAQ(QQ)XAb(q1)> (2.26)

,Ab 7/\@

Les changements de bornes d’intégration proviennent simplement du fait que lors de I’intégration

sur ¥ = A, U Ay, uniqguement A, ou A, donne une contribution non nulle a cause des fonctions

caractéristiques. En échangeant le role des variables q; et g dans le deuxieme terme de (2.26), puis

en utilisant I’antisymétrie de Fy, o, (q1 — q2), ¢’est-a-dire Fo, 0, (q1 — q2) = —Faya, (92 — q1) =
—F4, 0, (a2 — q1), on obtient

< > Z Z / d“q1/ d*q2 Fa,as q1fqz)(pgf@(qhqz)+pg22)a1(q27ql)). (2.27)

Ocl 10(2 1
_ 52
=paqas(d1,d2)

L’expression (2.27) montre explicitement que q1 € A, et g2 € A, Ce qui améne au changement de
notation q; = q, et q2 = qp, notation plus explicite car elle indique clairement & quelles contraintes
spatiales sont soumises les particules. Ainsi, étant donné que q, € A, et q, € Ay, On aura toujours
d(qs — qp) = 0, et donc la fonction de corrélation a deux points (2.21) prend la forme

p<(x21)oc2 (ql 7Q2) </3041 (ql)ﬁaz (QQ)> . (228)
De méme, les expressions (2.24) et (2.25) se simplifient dans le sens ou les seules distributions de
Dirac non nulles seront celles pour lesquelles deux particules appartiennent au méme volume A, ou
Ay. Soient les fonctions de densité de charge et de corrélation de charge définies par

Z Ca paa qa) (2.29)
ag=1 )
—P(x (qa)
qavql7 Z Z €a,Cay paaah(qaaqb) . (230)

=1 1
a b= (2 -28) (2)
= pag ey (da,ds)
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Grace a (2.28) et (2.12), la relation (2.27) prend finalement la forme

<F>=/ d3qa/d3qb0(qa,qb)L%3- (2.31)
Aa Ay |90 — qp]

A la lumiére des changements de variables effectués, nous noterons par la suite (qi,...,qn) =

(Qats---+9aN) = Tq € (QqN41,---,928) = (Qp1, ..., den) = 73 pour signifier plus clairement
quelle est la localisation spatiale des variables.

2.5 Passage aux correélations tronquées

Nous reformulons ici le probléme d’une maniére légérement différente, qui aura I’avantage par
la suite d’étre plus pédagogique lors du traitement linéaire dans le potentiel d’interaction U (r4,rp).
Néanmoins, cette reformulation n’est pas nécessaire, et doit étre abandonnée des que I’on désire
étudier des ordres quadratiques ou supérieurs en U (rq,rp).

Soit la fonction de corrélation tronquée de charge Cr(qq; q») définie par

Cr(da; a) = C(da,a) — C(qa)C(ap), (2.32)

alors I’expression (2.31) devient

<F> = /Aad3qa /Abd3qb (CT(qa;Qb) + C(qa)C(Qb))ﬁ. (2.33)

Contrairement & (2.31), cette nouvelle écriture met clairement en évidence le caractére intégrable de
I’intégrand. En effet, le terme de force ;::‘1’13 pris tout seul n’est pas intégrable. Par contre, I’inté-
grabilité est assurée par la décroissance rapiae, dans la partie volumique du systéme, des corrélations
tronquées, ainsi que des densités de charge, car les corrélations ont une décroissance exponentielle
dans la partie volumique (systéeme de Debye). Notons tout de méme que dans (2.31), les corrélations
C(qq,qp) assurent aussi I’intégrabilité dans le sens ou la limite

1er£00 C(ae,ap) = Clap) . ILIEOOC(qa) =0 (2.34)

—_———
=0

daq

est nulle et décrofit rapidement, avec q, = (qa,,q,) (voir le lemme A.1 en annexe A.4 pour la preuve
de (2.34)).

2.6 Exploitation des symeétries du systeme infini

Comme discuté dans le commentaire de I’hypothése 6, un des avantages d’étudier le systeme infini
selon &, et &3, pour seulement ensuite mettre en évidence le comportement asymptotique d — oo,
est de bénéficier de la symétrie de translation dans le plan engendré par & et és.

Notons q, = (¢ay,d,)s g = (das,das), de méme pour qp. Ainsi, g, sont les composantes
perpendiculaires a &1, dites variables transverses (voir la figure 2.4). Nous nous intéressons a la force
s’exergant par unité de surface, c’est-a-dire, grace a I’hypothese 8, a

f(d) = lim i<F> (2.35)

L—oo L2

Lemme 2.1 Sous les hypothéses du chapitre 2.1, la force résultante par unité de surface f(d) est
orientée dans la direction &1, les autres composantes de la force étant nulles.
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AS/ A
e No
N / L~
Oé—)fﬂ
L -0 v
L ~o0 L ~o0

F1G. 2.4 — Choix du repére

Preuve. Les équations (2.33) et (2.35) donnent

0 da; — qby
Cr(da; ab)
) = i gz [ o [am [ g, [ o TR (0 -

Gas — Qbs
0 @) qa; — qby
+ hm —/ dqal/ dagp, /dqa/d_ 73 Gay — @b, | - (2.36)
R2 R2 Ao — ab| Jas —
as de

Gréce aux symétries de translation, nous avons C(q.)C(qy) = C(qa,)C(q,) €t Cr(da;qp) =
Cr(qay; @, © [d, — Qp|)- La notation utilisée pour la fonction de corrélation tronquée est expliquée
au début de la section 2.1. Soit les changements de variables zo = qu, — by, 23 = Gas — b, alOIS

C : da; — qb,
/ dqal/ Cl(]b/d2;2/dz5 T Qalaqln |22| |Z5|)5/2 2
((gay — qvy)? + 25 + 23)

z3

domalne symétrique fonction paire en z2, z3 impair en 22, 23

Gay — qby
/ dga, / dgp / dzs / dzs Ol )Oan) S o= | e
qal *le) +Z + 23 )
—_——

z3

domalnes métrique

Yymetriq fonction paire en zo, z3 impair en 25, 2
Pour de simples raisons de symétrie, I’intégration du produit d’une fonction paire et d’une fonction
impaire sur un domaine symétrique donne un résultat nul. Ainsi, les composantes de f(d) de (2.37)

dans les directions é; et &3 sont nulles. Par conséquent, I’expression de la force est

_ . 3 3 Gay; — 4b;
)= Jim 75 [ [ da (Crlaca) + C@C@) e @3
——_———
=F(da—ap)
|

Le lemme suivant permet, grace a I’invariance par translation du probléme dans le plan engendré
par &, et é3, d’exploiter pleinement le passage aux corrélations tronquées. De plus, il sert de base a
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une discussion de certains aspects subtils dans les systemes infinis. Notons

f(d) = fr(d) + fec(d) (2.39)
fr(d) = lim ﬁ/ d*qq /AdBQb Cr(da; 9)F(da — qp) (2.40)
fee(d) = hm % d3qa /A d3qp C(qa)C(as)F (e — qb)- (2.41)

Lemme 2.2 Soit un systéme invariant par translation dans le plan engendré par é, et &3, alors la
force entre A, et A, issue du produit des densités de charge C(q,)C(qy) est donnée par

0 [e%e)
fee(d) = 27r/ dqa, C(qal)/d dgs, C(qp, )€1 = 0. (2.42)

— 00

Preuve. Grace a I’invariance par translation dans les directions é- et &3, les densités de charge
vérifient C(qq)C(ap) = C(qq,)C (s, ). Soit le changement de variables zo = ¢4, — @by, 23 =
das — Qb, appliqué sur (2.41), alors une divergence d’ordre L? apparait, qui peut étre simplifiée avec
limz, o 7=, €t on en déduit que

0 [e%s) o
feeld) = / Ay C(ga,) / day, Clan, /sz /dzd Gor ~ o e @49
d q

> aliqln) +Z +Zd

#I(Qal —dby )
Le calcul de I(q., — g»,) Ne présente pas de difficultés, en utilisant sign(q,, — g, ) = —1.

27 [e'e]
T
I(qa, —qv,) = (qal_le)/ de/ dr
0 0 (q 2

3/2
( a1 — qbl) +T‘2)

1 .
= 27 (qal — qb ) Slgn(qa1 - le)
|qal - qb1|

=|qa; —qv, |

= 27 (2.44)

Etant donné que I’électroneutralité ffmdqa1 C(¢a,) = [; dgs, C(qs,) = O reste vraie pour le sys-
téme perturbé, alors I’insertion de (2.44) dans (2.43) achéve la preuve. |

Nous conseillons au lecteur de prendre connaissance de I’annexe A.1, qui expose certains aspects
subtils de I’écran dans les systémes infinis, et permet de lever des ambiguités potentielles.

2.7 Force par unité de surface

En guise de résumé de la section 2.6 particulierement, nous avons trouvé I’expression suivante
pour la force de Coulomb résultante entre les deux volumes A, et Ay,

fld) = limpe 77 [} &P [ Pay F(da — a)C(qa,qp)
_ 3 3
= ngréoﬁ/ d°qq /Ahd aF qy)C(da)C(qp)
=fee(d)= 271'[0 dqa1 qa1)fd dgp, C(le)el 0 (245)
+ lim —2/ d3qq / Py F(qq — a0)Cr(qa; av)
L—oco L Ay
=fr(d)
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qa1 - le ~
F(qo — qp) = 22—
(a av) lde — 1

Ay = {q, € R?|q,, <0} (2.47)
Ay = {aqp € R3|qp, > d} (2.48)

(2.46)
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Chapitre 3

Traitement classique

Le chapitre 3 consiste, en plus des interprétations physiques, a démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.1 Le terme dominant du développement asymptotique d — oo de la force f(d) par
unité de surface entre deux demi-espaces plans classiques séparés d’une distance d est

f(d) = 1%%@ +0 <i> . (3.1)

3.1 Formalisme classique

Le cas classique utilise le méme espace de phase que celui présenté au chapitre 2, contrairement
au cas semi-classique du chapitre 4 qui utilise un degré de liberté supplémentaire. 1l est utile de re-
formuler les densités de charge ainsi que I’intégration sur I’espace de phase en fonction des notations
explicites q, et qp, qui indiquent que q, € A, et qp € Ayp. Soit

Ta = (Ta1s -+ Tan) rei € Ay C R3Vi (3.2)
o = (Tp1, ..., TpN) ry € Ay C RV (3.3)
alors
N
ﬁaa (qa) = 25(% - rai)éaa,aq, (34)
=1
N
Py () = > 8 — To(is3))a.ciisn) (3.5)
=1
R 1 CBH(r 1) A
por@) = (o, @) = 5 [dwe P, (q) (36)

S N
Clan) = 3 eauponlan) = 5 [doe 10 3 o dan —x) = (Clan)) @)

aq=1 i=1

:é(qa)

S S
Jaw= 3 3 [ dracodray [ @ dny 39
Oéa1=1 ch1=1 AlZ:] AbN

Qg =1 aszl
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On a bien entendu H (r,,m) = U(ra) + U(ry) + U(ra,rp), tandis que les configurations étudiées
sont celles qui assurent la neutralité de charge de chaque volume.

Le point central des développements qui vont suivre est la factorisation de [dw e PH(ram) de
la fagon suivante. Ceci permet d’exprimer les fonctions de corrélation du systeme 3 en termes des
fonctions de corrélation des systémes A, et A, sans influence. Soit A(r,,r,) une observable telle que

A(ra,rp) = f(ra)g(ry), soit <A(ra,rb)> ~ la valeur moyenne de A(r,,r;) dans le systtme ¥ sans
interaction entre A, et Ay, c’est-a-dire Ioréque U(ra,m) = 0, soit

/dw = /dwa /dwb (3.9)

S

/dwa = > / Brar - Proy (3.10)
Qg =1 Aé\]
oza]\}zl

S

d = Ay ---d3 3.11

Jao = 30 [ (311)
ap, =1 b

OébN=1

alors les densités de particules et de charge sont définies par

A fdw e_B(U(TQ)+U(7'b))A(T.a7,],.b>
< (’I”aﬂ”b)>s i fdw efﬁ(U(Ta)+U(rh))

= <fdwa fdwb eﬁU(Ta)f(Ta>> (fdwa fdwb eﬁU(rh)g(rb)>

Qa,Qn, Qa,Qn,
= fA.9Ms (3.12)

avec Qa, = [dw,e AU Qn, = [dw,e PUCw) et fo , ga, les valeurs moyennes des obser-
vables f, g dans les volumes sans interaction A, A, respectivement.
Soit V(x) = |x|~* le potentiel de Coulomb, alors on utilisera parfois les notations condensées

(da) = Ca,(da) (3.13)
(qaaya)(qbayl)) = /dSYa/dgybv(ya*yb)CAa(qa;Ya)CAh(qbvyb)~ (314)
Ao Ay

Avec cette notation, chaque fois qu’apparaissent des variables différentes de q, ou gy, par exemple
Ya, Ybs Za, Zp, I y @ intégration sur ces mémes variables avec poids V (y . —ys)V (z. —2s). Rappelons
que pour mettre en évidence les variables de troncation, nous séparons les groupements de variables
tronquées par ";". Par exemple, C’%“ (da,Ya; Za) €st la fonction de corrélation tronquée dans A, du
couple de variables {q.,y.} par rapport a la variable z,. Ainsi, dans la notation condensée de (3.14),
nous noterons les corrélations tronquées comme dans I’exemple suivant: (qa,ya; Za )7 (Qb; ¥b) 7 (25 )-

3.2 Force al’ordre linéaire dans le potentiel d’interaction
Cette section démontre la proposition suivante.

Proposition 3.1 Le terme dominant du développement asymptotique d — oo de la force classique

f(d) & ’ordre linéaire dans le potentiel d”interaction U (rq,7) est f(d)o(s) = gz €1 + O ()
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3.2.1 Expression des fonctions de corrélation

L’idée est d’effectuer un développement asymptotique pour d — oc. Le petit paramétre du pro-
bléme est alors le potentiel d’interaction U (r,,7), €ar limg—.o U(rq,r) = 0. En effet, les particules
décrites par r, sont confinées dans A, qui est indépendant de d, alors que les particules décrites
par r;, sont confinées dans A; qui dépend de d, et donc limg—,~ |q, — qs] = oo, Ce qui entraine
la nullité du potentiel d’interaction dans cette méme limite. 1l apparait alors naturel de développer
e BUam) = 1 — BU(rq,rp) + %QU(ra,m,)2 + O(U(rq,mp)?), et d’exprimer les fonctions de cor-
rélation du systeme en interaction en termes des fonctions de corrélation des systemes A, et A, sans
interaction, sur lesquelles on connait des régles de somme. *

Dans les annexes A.2, A.3 et A.4 nous établissons les expressions suivantes des fonctions de cor-
rélation. C, (---), Cix (- - - ), est la fonction de corrélation, tronquée, du systéme A, sans influence,
c’est-a-dire lorsque U (rq,r) = 0, respectivement.

C(aa)C(ap) = Cp,(9a)Ch,(ap)
+2BC, (da)Cn, (@) [} A*¥a On, (Ya) [y, d°y6 Ca, (¥6)V (Ya—ys)
—BCh, (da) [}, 4*ya On, (¥a) [y, d°y6 On, (ab,y5)V (Ya—ys) (3.15)
—BCx, (@) [5,d°Ya Ca, (dasya) [, d°Yo Ca, (y5)V (Ya—s)
+0(6%)

Cr(Qa; qp) = —ﬁ/ d’y, C?“(qa;ya)/ By, CP (ap; y6)V (v — 1) +O(B*) | (3.16)
Ag Ay

La fonction de corrélation tronquée entre particules issues de A, et A, résulte, au premier ordre
en U(r,,r), des nuages d’écran qui forment des dip6les interagissant par le biais du potentiel de
Coulomb (voir la figure 3.1).

Na No
//H\\
/7~ AN
//,\\ & ‘/ / \
/ = / \
/ CT(qa-y\ \Q@\',Vb) ( I \
\ Qa J Cr(qb- yb) /
\ Y N /
\\\// \\\ ///
q _

Fi1G. 3.1 — Corrélation tronquée au premier ordre et dipdles

Ces dipdles sont créés par la perte de symétrie sphérique des nuages d’écran prés des parois du
volume. En effet, si g,, — —oo 0u ¢, — oo, alors la densité de charge tend vers zéro et devient
homogene. Par contre, prés des parois, cette densité de charge n’est pas homogéne dans la direction
é1, et donc les nuages d’écran perdent leur symétrie sphérique. 1l s’ensuit la formation de multipdles,
et & I’ordre le plus bas, de dipdles.

1. On remarque qu’un développement en ordres de U (rq,rp,) est équivalent a réaliser un développement en puissances de
8= k[%T a haute température. On utilisera plut6t, par la suite, le développement en ordres de £3.
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3.2.2 Expression de la force par unité de surface f(d)

La démarche consiste a introduire (3.15) et (3.16) dans (2.45), et opérer des changements de
variables judicieux.

Lemme 3.1 A I’ordre linéaire en U (r4,r), la contribution de Jee(d)o (1) est nulle.
Preuve. Ce lemme est une conséquence directe du lemme 2.2 a la page 20. Néanmoins, nous

désirons le vérifier avec la forme explicite du produit des densités de charges donné par (3.15). En
insérant (3.15) dans f..(d) donné par (2.45), on obtient

Fee(d)oan 2 tim /d3qa/d3qb @)C(aa)C(av)

(3.15) .
=" lim _Q/dgqa/d qb F(Qa _qb)CAa (Qal )CAb (le)
L—>ooL Aq Ap
=(1)
1. f , [
+28lim — /A d*qq /A d*qp F(qe—ap)Ca, (¢a, )/Ad“yaCAa(ya )/ddybCA,, (@.y5)V (Ya—ys)
a b a

Ay

=(2)

—ﬁLﬁin /d3qa/d3€w —qp)Ch, (Qal)/A(iBYLLOAQ (Ya)/AdSYbCAb(Qb;Yb)V(Ya_Yb)
=(3)

—3 lim —/ d’*qq / —a)Ch, (av, )/dfyaCAa (Qaa}'a)//ig}’bCAh (yo)V (Ya—0)
=(4)

0(3%). (3.17)

En utilisant (2.45) ou on a établi que f..(d) = 27 fi)oodqa1 C(¢ay) [, dgs, C(qy, )&1, On obtient
grace a I’électroneutralité

(2.45)

0 o
1) o / daa, / dgby Ci, (4o )Cry (a1 )1
—00 d

2 ( /_ :dqal Ch., (q(h)) ( /d gy, O, (qm) &

=0 électroneutralité =0: électroneutralité

= 0. (3.18)

0 o)
(2) = 2n / dqa, / dgp, Ca, (qa,)Ch, (g5,) /A d*y, Ch, (ya) /A Py, Ca, (yo)V(Ya—yo) €1
—00 d a b

=.J : constante par rapport a q, et qp

0 )
= J2r </ dga, Ca, (Qal)) (/ dgp, Ca, (Qb1>> é1
—00 d

=0 =0

= 0. (3.19)
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Les termes (3) et (4) sont un peu plus compliqués a traiter, et nécessitent la mise en évidence explicite
des symétries de translation des fonctions de corrélation de charge dans le plan engendré par é; et és.

(3) = hm —/d3qa/ qa—95)Ca, (9a,)
/dBya CA (yal?/d( Yo CAb(le 7ybl : |yb 7qb|>v(|ya1 - yb1|7|ya7yb|>
VoLt Jim — / d’qq / ®qp Fqa—qp)Ca, (¢a,)

/d3Ya CA (ya1>/d Yo CAb(le »Yby - |yb|)v(|ya1 - yb1|7|ya*yb+ab|)

VoLt LHOOLQ/ddqa/dSQb —qp)Ch, (¢ay)
/s Ay On ) A% Co 0 s+ 531) VI, — 019,93
=1(qv,)
= Jim g [0 [P a R @)C )T, (3.20)

Pour le terme (4), les mémes changements de variables menent a

(4) = lim — /ddqa / —a)Ch, (a0 (4. (3.21)

Pour obtenir la nullité des termes (3) et (4) a partir de (3.20) et (3.21), on utilise le lemme démontré
en annexe A.8, a savoir

Jim g [ @' [ CaFa-a)Cu@r@) =0 W) 62)
b

Jim g [ @' [ e B @)y @) =0 o). 629
b

Il s’ensuit immédiatement par comparaison de (3.20) avec (3.22), et de (3.21) avec (3.23), que
(3) = (4) = 0. Ainsi, nous avons montré que tous les termes (1), (2), (3) et (4) formant (3.17)
sont nuls, ce qui entraine la nullité de f..(d) & I’ordre linéaire dans le potentiel d’interaction, et
achéve la preuve. [ ]

Ainsi, I’expression de la force a I’ordre linéaire devient

(o = fr(d)oe
= Jlim —/ dqal/ dgp, /d2qa/d2Qb — @) O7 (Qai 1) o)
R2 R2

0 00
(3.16) . _ _ — —
=" = lim - / dqa, / dqp, / d*q, / d*q, / dya, / dys, / d%*y, / d%*y,
R2 2 —00 d R2 R2

A _ _
F(qal qbulqa qbl) (qa17ya1 |qa Ya|)CTb(qb1;ybl:|qb_yb|)V(yal_yb1’|Ya_Yb|)

L’idée est d’exploiter I’invariance de translation dans le plan transverse, en effectuant des change-
ments de variables judicieux pour s’affranchir de la limite thermodynamique lim; . £=. Soit les
changements de variables (dans I’ordre)
149,=9,+Y.
9 =q, + Y
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alors

f O(ﬂ )775/ dqm/ dqbl/qua/d qb/ dyal/ dybl/d ya hm T9 d2
R2

=limy, oo 2 L2 1

F(Qa1*Qb1a|§a*Gb+?a|)C (qauyal |qa|) (qb17yb1 |qb|> (ya17yb1v|ya|>

constante par rapport 3y,

0 0
= 76/ anl/ dqbl/d qa/d2Qb/ dyal/ dyb1 Qalayal |qa|) (qb17yb1 |qb|>

/deQVa F (qal —qb, ’|aa _ab +ya|) Vv (yln —Yv, a|ya|) . (324)

La dépendance en d est contenue dans les bornes des intégrales sur g, et i, . Evidemment, le com-
portement asymptotique d — oo est difficile a réaliser si une telle dépendance est présente dans les
bornes d’intégration. Pour contourner cette difficulté, on utilise I’invariance des corrélations de n’im-
porte quel ordre sous les translations et inversions de I’ensemble des variables. Par exemple, soit G
une fonction sans symétrie particuliére, soit

Ay = {reR3r >d} (3.25)
Ayg = {reR®r >0} (3.26)
A, = {reR3r <0}, (3.27)
alors les fonctions de corrélation vérifient
Cp(r1,...,rn) = Chp,_,(r1—d,...,r, —d)
= Cp(d—ry,....d—1y). (3.28)

Ainsi

/’d3r1 o dPr, Op, (11, rn) G, 1y)
(328)/ d®ry ... A%, O, (d—11,...,d —1,) G(ry,...,1p)

yi#iiri / dBY1 .. -d3y” CAa (Y17 oo 7Y'n) G(d Y- 7d - y”)' (329)

Nous allons exploiter la propriété (3.29) dans (3.24). L’idée est de réaliser le bon changement de
variables sur Ay, une translation puis une inversion, pour ramener le volume A, sur A,, et ainsi
n’avoir plus qu’un seul volume de référence indépendant de d. Soit le changement de variables

b= 4= dn, 3.30
by = d — Yb, - (3:30)
Soit 2 =] — 00; 0] C R, soit C5:(- - - ) la fonction de corrélation tronquée du demi-plan de référence

A, sans interaction U (r,,r,) = 0. Alors, en appliquant le changement de variables (3.30) & (3.24) et
en utilisant (3.29), on obtient finalement

f( Doy = —Boidqa, dgy, AYa, dys, [Ty [ TGO (dars Ya 2 [al) C5 (6,5 vb, < [T))

Sz @Yo F (G0, + @, — d[d, — T + T )V ([Yar + w6, — dI,[¥,0)

(3.30)
F(qtu +Qb1 _da|aa_qb +ya|) qalJrqjlii — 2 3/2é1
B ((gay +qh1*d1)2+|qa*qb+ya| ) (332)
4 (|ya1 + Y, — d|7|Ya|) - ((y Ty, —d)2 4]y |2)1/2
ay 1 a
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3.2.3 Développement asymptotique d — oo

Nous désirons exhiber le comportement asymptotique d — oo de (3.31). Pour ce faire, il est
nécessaire de mettre en évidence des petits paramétres, qui sont?

. Ga; db, . Yaq Yb,
= Ja1 ' I 3.33
’ d v d ( )
. Gas — qby . Gaz — Qbs
- = 293 13 3.34
o= 7 0 = 7 ( )

En effet, on suppose que les corrélations tronquées décroissent suffisamment vite pour que le poids
qu’elles attribuenta [,,d*y, F(¢a, + s, —d; [@, =T + 5o )V ([Ya, +ys, — d|; [¥,]) devienne suffi-
samment petit lorsque |qq, + @b, | — 00, 0U |Ya, +Yp, | — 00, OU |gay —qby| — 00, OU |Gas — Qs | — 00,
de sorte que I’erreur commise en développant F(-- - )V'(---) autourde 4 = v = oo = 8 = 0 soit né-
gligeable. Remarquons encore, comme il est démontré dans [Ma2], que les corrélations décroissent
beaucoup plus rapidement dans la direction &; que dans les directions &, et &€;. Néanmoins, pour
I’instant, nous ne traitons pas de facon différente les termes se rapportant a des vitesses de décrois-
sance différentes.

Pour alléger I’écriture, notons

/ dzy = / dqa, dgp, dya, dys, / d*q, / d*q, (3.35)
04 R2 R2
z1 = (Qauqbuyalaybl aawqb) (3.36)
01(21) = —BCF (qars Yai :[Aal) CF (@b 6, 2| 1) (3.37)
g1 (dﬂzl) = /2d2ya F (qal + qb, — d?|ﬁa - qb + yaD V(|ya1 + Yo, — d|’|ya|) . (338)
R

L’indice 1 de 1 (21), g1(d,21) et 21 signifie que I’on étudie la force a I’ordre linéaire U (7). Ainsi,
dans ces notations, (3.31) prend la forme

f(d)og = /dz1 ©1(21)91(d,21). (3.39)

Notre hypothése est que g, (d,z1) admet un développement asymptotique en puissances de d 1, c’est-
a-dire®

1
1(d,21) Z oK 9Lk (21) (3.40)
k=0

= [(d)owp) = Z o /dzl p1(21)g1.8(21) (3.41)
k=0

=f1,k

ou g;,;(2;) et f; ; signifient un développement d’ordre ¢ dans le potentiel d’interaction, et d’ordre j
end1.

Les étapes principales du développement de g1 (d,z1) en fonction des petits paramétres sont pré-
sentées dans I’annexe A.9. Soit les nouvelles variables indépendantes de d

i = pd, v =vd, & = ad, B = 4d, (3.42)

2. Un simple développement de Taylor du terme [,,d?y, F(---)V(---) en puissances de z = d~! autour de z = 0
engendre une série divergente.

3. Par la suite, si nous trouvons bien un tel développement, il faudra vérifier la finitude des coefficients. Si les coefficients du
développement ne sont pas finis, alors I’hypothése 7 de I’existence d’une série en puissances de d —! se révélera fausse. Néan-
moins, nous sommes confiants sur I’existence de cette série, car [Li], [LL] et [FJT] par exemple ont trouvé une contribution
dominante en d—3 finie, pour un probléme similaire.
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alors dans I’annexe A.9 on établit que

gro(z1) = 0

gi1(z1) = —7é;

gr2(z1) = —S(p+0)é; (3.43)
gs(z) = § (d2 + 52) &1 -5 (p+7) &

3.2.4 Calcul de la force par unité de surface en puissances de d !

Connaissant les g1 ;(z1), j = 0, ...,3, la procédure de calcul de la force aux ordres d—7 est bien
définie grace a (3.41).

f1.0=0 (3.44)
fii= /dzl 901(21)91,1(21)
= 77Té1 /dZ1 ©1 (Zl)
= ﬂ_ﬁé1</dqa1/dya1/d2qac%i'(qa1 yYaq * |(_la|>></dqbl/dyb1/d2qbc%l (qbl yYby ¢ |ab|)>
Q Q R2 Q Q R2
(3§7)() : électroneutralité (3é7)0 . électroneutralité
-0 (3.45)

fi2 = /dzl ©1(21)91,2(21)

™ — — S.i. — s.i. =
= 30 da dan dy dyn, [ G, [ O (50003 D) O ()
Q4 R2 R2

(qal +Qb1 +ya1 +yb1> él
=0 (3.46)

La derniére egalité est nulle par électroneutralité. En effet, I’expression de f; o ne fait intervenir que
des premiers moments, sans terme croisé entre variables originellement issues de A, et A;. Ainsi, le
premier moment de la fonction de corrélation tronquée est connu par la régle de somme (3.48), et vau-
dra — ﬁ, tandis que I’intégration sur la deuxiéme fonction de corrélation engendre une contribution
nulle par électroneutralité (voir I’annexe A.10 pour I’interprétation de cette relation)

/dyal / d2aa C%l (qa1;ya1 : |(_1a|) = /dybl / d2ab C%l (qb1;yb1 |ab|) = 07 (347)
Q R2 Q R2

entrainant la nullite de f; ».

Pour le calcul de f; 3, on remarque que le mécanisme qui a entrainé la nullité de f; » fait en
H HYA 2 2 2 2 2 2

sorte que les seconds moments de varlablgs NON CrOIS€eS qa, Yas» Gbr Yor» Gay» Gar» Yasr Yay» Yy Yas»

4.+ 43, qi, €t yz, engendrent une contribution nulle & f1 3. Les moments ¢ , ¢; , y2,, y;, sont

bien finis, grace a la rapide décroissance des fonctions de corrélation tronquées dans la direction é;.

A i 1 H 2 2 2 2 2

Néanmaoins, pour affirmer que Ie_s seconds‘momer_]ts des yarlables transverses q;,, days Yays Yas: 9h,

et q§3 engendrent une contribution nulle a f; s, il faut étre en mesure d’affirmer que ces seconds

moments sont finis, ce qui n’est pas évident & démontrer. Une argumentation sur la nullité de ces
seconds moments est proposée en annexe A.11.

Les arguments suivants permettent de simplifier le calcul de f; 3:

1. Les moments non croisés donnent une contribution nulle par électroneutralité. Les termes
CONCErNés SONt g2, 4., Ya,» Yi.» GarYars Qor Yor» 4 = 1,...,3.
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2. Symétrie du probléme dans le plan engendré par é, és. Les termes ., g»,, ¢ = 2,3 donnent la
méme contribution.

3. Symétrie du probléme dans le plan engendré par é,, €. La contribution des moments g, g»,
Vi = 2,3 est nulle. En effet,

/ dz1 ¢1(21)qa, v, = —0 / 4dqa1 dgp, dya, dys,
Q

(/dQ_a C5" (ars Yay 2 [@al) qa7,> </d26b C5 (b5 Yoy 2 [@]) qu,>
R2 R2

@) 0 *) 0

=0

L’égalité (x) provient du fait que C5: (qa, ; ya, : [d,]) est paire en qq,, i = 2,3, tandis que g,,
est une fonction impaire. Ainsi, I’intégration sur le domaine symétrique R? du produit d’une
fonction paire et impaire donne un résultat nul.

4. Invariance de C5:(qa,; ya, : [d,]) sous I’échange de q,, et y,,. Ainsi, la régle de somme en
dimension 3 démontrée dans I’annexe A.12 pour le systéme infini A, donne

1

/dqal/dym/d@c%i«qal;ym:man Yor= / dym/ dqal/d@c%i'(qal Yo Ta)) o= —
Q Q R2 Q Q R2 (‘éﬂfg)

Nous sommes & présent en mesure de calculer analytiquement f s.
fiz = /dzl ¢1(21)g91,3(21)

i
= /dZ1 o1(21) <§ (qiz + 45, —2qay oy + 42, + Gy —2 Qas O )
—_———— M~ —— ~——

3 3

Ly 0 Ly 0

™
7 ((qil + i, +2 Gay @) +(Ya, + Yo, +2YarYe,)
N—— — ——
= L yar v, Lo
+ 2((]0,1 Yaq + da, Yby + db; Ya, + qb, yb1) )>é1
S~ = S~ =

1. 4. 4. 1.
=0 =Ya1Yby  —=YaiVYby =0

= —% /dzl ©1(21)Yar b, (2+2+2+2)é (3.49)

11
= -——é 3.50
So50 (3:50)
Nous avons ainsi trouvé le terme dominant en puissances de d—! du comportement asymptotique
d — oo de la force a I’ordre linéaire dans le potentiel d’interaction U(r,,r,). Néanmoins, nous
montrerons plus tard que le résultat trouvé est le coefficient dominant de la force pour tout ordre dans
le potentiel d’interaction, ce qui permet, dans (3.51), de remplacer f(d)og1) par f(d).

140 (l) (3.51)

3.2.5 Discussion

La régle de somme (3.48) représente la valeur d’un moment dipolaire de charge. Lors de I’éta-
blissement de I’expression (3.50) de la force, nous voyons apparaitre le produit de deux tels moments
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dipolaires, I’'un issu du systeme A, et I’autre de A,. On retrouve I’interprétation de la section 3.2.1 et
de la figure 3.1. La force a I’ordre le plus bas résulte des interactions entre dipdles créés par les pa-
rois. On peut donc imaginer qu’aux ordres supérieurs, la force résulte d’interactions entres multipoles
d’ordre supérieur ou égal a deux.

Interprétation de la décroissance en d—3

Il est possible de donner un sens physique a la décroissance en d—3 de la force. Ceci se faire
grace au développement multipolaire microscopique. En effet, a I’ordre le plus bas du développe-
ment multipolaire, chaque volume A, A, est modélisé par une particule ponctuelle de charge totale
nulle par I’hypothése 3 de neutralité macroscopique. A cet ordre, la force, qui devrait décroitre en
d~1, est donc nulle par électroneutralité. L’ordre suivant du développement multipolaire représente
I’interaction entre un dipdle et une particule ponctuelle. A nouveau, la force, qui devrait alors dé-
croitre en d—2, est nulle par neutralité de charge. Enfin, I’interaction entre deux dipdles n’a a priori
aucune raison d’étre nulle pour cause d’électroneutralité, et donc le premier terme non nul de la force
décroit en d—3. Ce développement multipolaire peut étre schématisé comme suit.

(3.52)

Les volumes A, et A, foncés représentent les systémes dans toute leur complexité, tandis que lorsque
ces mémes volumes sont laissés en blanc ils représentent un certain ordre du développement multi-
polaire, indiqué par le nombre de points noirs e présents dans chaque volume. Les termes qui font
intervenir une particule ponctuelle sont toujours nuls par neutralité macroscopique de chaque volume
A, et A,. On constate donc que le premier terme non nul de la force f(d) est formé de la somme des
interactions entre tous les dipdles microscopiques issus de A, avec ceux de Ay, dipdles engendrés par
la présence des parois.

Caractére universel de la force

La force obtenue ne dépend que de la distance de séparation d, et par conséquent pas du détail du
plasma (espéces de particules), d’ou le caractere universel du résultat analytique. Cette universalité
n’a rien de surprenant car elle est la consequence directe de la régle de somme, cette derniére conte-
nant le caractere universel. En effet, la seule hypothése physique énoncée pour établir cette regle de
somme (mise a part une autre faible hypothése assurant une certaine convergence) est la propriété
d’écran parfait, qui ne dépend pas des especes, d’ou I’universalité. Bien entendu, I”’hypothése d’écran
parfait implique tout de méme une contrainte implicite sur les especes, c’est-a-dire qu’il existe des
espéces de différents signe de charge de sorte que I’écran parfait soit possible. Par contre, le détail
des configurations des especes n’est soumis a aucune contrainte, d’ou I’universalité du résultat.
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Force entre deux plaques planes

Les calculs réalisés sont aussi valables dans le systéme fini selon &1, c¢’est-a-dire dans le cas de la
force d’interaction entre deux plaques planes A, et A, définies par (voir la figure 3.2)

Aa = {X = (371,1‘2,.%3) € R3|m1 € [—a,O],(mg,x3) € RQ} (353)
Ay = {X = (x1,$2,$3) € R3|$1 € [d,d—l— a],(.’L‘Q,l‘g) S RQ} R (3.54)

a condition de ne pas utiliser la régle de somme (3.48) établie pour a = oo.

N Mo

I4—)@1

@

TR BTN

F1G. 3.2 — Systéme de plaques d’épaisseur finie a
Soit P(a) la valeur du premier moment de la fonction de corrélation tronquée de charge du sys-

téme de plaques, alors, en utilisant (3.49), la force f,(d) entre deux plaques planes d’épaisseur finie
a est donnée par

2
273 0 0 3 g B A
fa(d) = ?</ dqa, / dYa, /de2ya Yo, Coip (dars Yar 2 1Tal) | €1- (3.55)

=P(a)

La démarche qui a mené a I’expression (3.51) de la force f(d) est la suivante (dans I’ordre)
1. extension transverse de A, et A, qui tend vers I’infini
2. a — o0
3. d— oo,

alors que (3.55) est la conséquence de la démarche
1. extension transverse de A, et A, qui tend vers I’infini

2. d—

3. a — .

La question est de savoir si les deux derniéres limites commutent, c’est-a-dire si

lim lim f,(d) = lim lim f,(d), (3.56)

d— 00 a—00 a—00 d—00

fd)=tL Le+0(L)  f(d)=2LP(a)?

ce qui revient a étudier si limg_.oo P(a) = —2=. Il est légitime de se poser cette question car
q I3 p q

la physique est différente selon que « = oo ou bien a < co. La différence provient des aspects
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Fi1G. 3.3 — Interaction entre dipdles pour deux plaques d’épaisseur finie a
Notons Pqgo, Pro les dipbles issus des parois internes des systémes Aq, Ap respectivement, ainsi que Pq1 et Ppy CEUX iSSUS
des parois externes. Les dip6les issus d’un volume interagissent avec tous ceux de I’autre volume, et contribuent ainsi a la
force fo(d) s’exercant entre les deux plaques.

subtils de I’interaction de Coulomb dans des systemes infinis (voir I’annexe A.1 pour une premiére
discussion sur le sujet).

Comme le montre la figure 3.3, la finitude de I’épaisseur du systéme crée des dipbles supplémen-
taires représentés par des cercles blancs o, qui interagissent avec les dip6les de I’autre volume. On
est tenté d’affirmer que lorsque a — oo, les parois externes créant les dip6les o sont infiniment éloi-
gnées, donc les interactions issues des dipdles o engendrés par ces parois deviennent négligeables.
Expliquons pourquoi cette derniére affirmation n’est pas forcément correcte. A cause de la lente
décroissance du potentiel de Coulomb, il n’est pas certain que les interactions engendrées par les
dipbles issus des parois externes s’annulent dans la limite a — oo. Par exemple, la force entre deux
condensateurs plans chargés séparés d’une distance a est constante. En particulier, cette force est
indépendante de la distance de séparation a. Formalisons ces idées. Soit le changement de variables
Gay = Qa; + 0/2; Yo, = Ya, + a/2 effectué sur P(a) défini par (3.55). Alors, étant donné que les
corrélations sont invariantes sous un tel changement de variables (voir (3.29) page 27), on a

. ) a/2 a/2 ) a )
i P@ = Jin [ da [ dvey [ 5 (vt 5) G (i 51D
R

a— o0 a—o0 J_g/9 —a/2

a/2 a/2 .
= lim dqa, / dye, /2d2ya Yaq CZ,IT (9ar Yay * [¥al)
R

=0 ) _a/2 —a/2

1 a/2 a/2 . . _
—|—§ lim a/ dqqa, / dye, /de Yo Coit (Qay Yay * [Val) - (3.57)

a—00 —a/2 —a/2

=0Va: électroneutralité

En séparant les différentes contributions de 7P (a) comme expliqué par la figure 3.4, on obtient
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F1G. 3.4 — Séparation des contributions formant les dip6les
Nous séparons en deux le systeme de référence, pour traiter individuellement les effets de chaque paroi. Il ne faut pas confondre
cette notation avec les dipdles donnés par la figure 3.3. En effet, on a la relation Po; = Py, = P—— + Py, et Poy =
Pyy = P++ + P4—. Dans notre cas, le point noir e représente la localisation de la particule ., , tandis que le cercle en
traitillé symbolise le nuage formant le dipdle. La région 24 est celle dans laquelle les fonctions de corrélation peuvent en bonne
approximation étre considérées comme invariantes par translation.

0 0
lim P(a) = lim / dqa, / dya, /d2ya Ya, CZ,IT (Gay Yay : [Yal)
a—00 A= J_a/2 —a/2 R2
=P-_(a)
a/2 a/2 ]
+ lim dqa, / dya, /d2ya Yaq CZ,IT (Gay Yay : [Yal)
a— 00 0 O RQ
=P1+(a)
0 a/2 .
+ lim dqa, / dya, / Y, Yar O3t (dars Yar : [T4)
=S —a/2 0 R2
=P_4(a)
a/2 0 )
+ lim dqa, / dYa, /d2ya Ya,y CZ,IT (qar; Yas  ¥al) - (3.58)
= Jo —a/2 R2
=P4—(a)

On peut supposer que pour a suffisamment grand, dans une région 2§ = 26(a), la fonction de corréla-
tion est trés proche de celle dans la partie volumique, qui est invariante par translation. Par conséquent,
lorsque a — oo, on peut supposer que P__(a) ainsi que P44 (a) tendent vers la valeur P = —ﬁ,
tandis que P_, (a) et P4 _(a) tendent tous deux vers zéro. En effet, ces deux derniéres contribu-
tions sont nulles car dans leur expression apparait la fonction de corrélation tronquée de deux points,
pour I’un issu du volume de droite de la figure 3.4, et pour I’autre du volume de gauche. Ainsi, on
a lim, oo Pla) = 2P = —ﬁ, donc les limites d — oo et a — oo ne commutent pas. Plus
précisément

Jm fuld) = 5= =41 (@). (3.59)

avec f(d) la force entre deux demi-plans. Ce résultat n’est néanmoins pas tout a fait rigoureux. Par
conséquent, il serait nécessaire de procéder a une preuve plus satisfaisante.

Savoir si les limites a — oo et d — oo commutent est important. Pour cause, dans la pratique,
la force mesurée lors d’une expérience va dépendre des épaisseurs relatives a > d (équivalent au
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choix limg_, s lim,_o0) OU d > a (équivalent au choix lim, . limg_ ). En effet, pour A, par
exemple, la force due aux dipdles intérieurs P, est de I’ordre O (d—{,.,) , tandis que celle due aux dipdles

extérieurs Py, est de I’ordre O (W) Ainsi, si a > d, les dipdles extérieurs ne contribuent pas,
et on retrouve la force f(d) conséquente au choix limg_, o0 limg 00

Comparaison avec la littérature

La force par unité de surface entre deux demi-espaces plans remplis d’un conducteur parfait
et séparés par des parois isolantes a faible distance d, selon une approche microscopique et sans
rayonnement, est inférieure d’un facteur (3) = 1.202.. . a celle obtenue dans la littérature pour des
parois ayant les propriétés d’un conducteur parfait ou d’un diélectrique idéal (voir la section 1.3). Une
lecture plus attentive des articles cités dans la section 1.3 qui établissent I’expression de la force avec
le facteur ¢(3), révéle que les systémes en question sont différents du ndtre. En effet, nous n’imposons
pas de conditions de bord, ce qui signifie un confinement par des parois dites isolantes. Le facteur ¢(3)
apparait lorsque les parois ont les propriétés d’un diélectrique idéal (voir [JS]) ou d’un conducteur
parfait (voir [JT]), égalité remarquable et non triviale de la force dans ces deux derniers cas, tandis
que nous établissons qu’il est absent pour des parois isolantes. On remarque qu’il est impossible de
retrouver le facteur ((3) avec notre approche, car ((3) = > 7 | 5 = 12 f0°°da: e“{,j—‘fl expressions
que notre démarche ne peut pas engendrer.

Meécanisme des puissances de d—! aux ordres supérieurs dans le potentiel d’interaction

On peut se demander si (3.51) représente le terme non nul d’ordre le plus bas en puissances de
d~1, et si éventuellement apparaissent des contributions en d=2 ou d—3 lorsqu’on traite le probléme
a I’ordre quadratique dans le potentiel d’interaction U (r,,rp). La réponse est que (3.51) représente
effectivement le terme non nul d’ordre le plus bas en d—!. En effet, le premier coefficient non nul du
développement a I’ordre % dans le potentiel d’interaction U (r,,r,) est de I’ordre d—(*2), La preuve
a I’ordre quadratique est réalisée dans la section 3.3, tandis que celle & un ordre quelconque dans
la section 3.4. Néanmoins, nous pouvons exposer ici le mécanisme de base qui engendre le premier
terme non nul lors du développement de la force a un ordre quelconque en U (r,,ry). Dans le cas
linéaire en U (r,,rp), NOUS avons

91(d721)=/d2% F(--) V(). (3.60)
R2 —— ——

=0(1/d2) =0(1/d)

—_— ———

=0(1/d3)

=0(1/d)

L’intégration sur R? fait en effet passer de I’ordre d—3 a d . Ainsi, g1 (d,21) = O(d~1). En effet, on
avait trouvé g; o(z1) = 0 et g1 1(z1) = —mé;1 # 0. L’électroneutralité implique ensuite la nullité de
fi,1 6t fio.

Généralisons le raisonnement au développement de la fonction de corrélation a deux points a
I’ordre 4 dans le potentiel d’interaction. Le premier terme non nul, lors du développement asympto-
tique d — oo de g;(d,z;), SOit g; 1 (%), Sera toujours une constante par rapport aux variables z;. En
effet, cet ordre revient & prendre la limite d — oo de tous les petits parametres, par exemple u, v, «
et 3, qui deviennent nuls, et donc g; x(z;) = g . De plus, on se souvient que si g; x(z;) = cste|.,,
alors par électroneutralité f; , = [dz; v;(2:)gi,k(2i) = 0. Ensuite, il faut aller a I’ordre suivant en
puissances de d—! dans le développement de g;(d,z;), soit I’ordre k + 1, pour obtenir des termes
linéaires en i, v, a et 3. Mais, a cet ordre linéaire dans les petits parameétres, il n’existe pas de second
moment, et par conséquent pas de moment croisé entre les variables décrivant initialement A, et Ay,
ainsi f; r+1 sera a nouveau nul par I’électroneutralité issue d’un des volumes. 1l faut encore aller a
I’ordre suivant en puissance de d—* dans le développement de g;(d,z;), soit I’ordre k-2, pour obtenir
des termes croisés, qui engendrent alors un f; 2 non nul. Il reste & présent a trouver k = k(z) tel que
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le raisonnement précédent s’applique. Par exemple, nous avons dans cette section explicitement fait
le calcul pour i = 1, et avons trouvé k = 7 + 2. A I’ordre 4 dans le potentiel d’interaction U (r4,rp),
on doit pouvoir se ramener & une expression de la forme

gi(d,zi):/dQ_a F(---) Vi(---), (3.61)
R2 N——— N——

=0(1/d2?) =O(1/d?)

N———

=0(1/di+2)

=0(1/d")

ol V'’ désigne une expression d’ordre i en V, qui peut étre compliquée. Ceci permet d’établir les
relations suivantes.

gi,O(Zi) = 0 = fio = 0

gii(z) = cstel,, #0 = fi; = 0 :électroneutralité (3.62)
giit1(z) = O(z)#0 = fi;s1 = 0 :électroneutralité

Gi,i+2 (Zz> = 0(212) 7é 0 = fi,i+2 7'é 0.

Ainsi k =i+ 2, etdoncal’ordre ¢ > 1 dans le potentiel d’interaction, le premier terme non nul dans
le développement de la force en puissances de d—* est d’ordre d—(7+2), ce qui permet d’affirmer que
(3.51) est la contribution dominante dans la limite d — oo. Cette preuve est réalisée rigoureusement
dans la section 3.4. Il faut néanmoins prendre conscience qu’aux ordres supérieurs apparaissent des
corrélations tronquées a plus de deux points, sur lesquelles on ne connait pas de régle de somme en
général, et donc qu’il ne sera pas possible de trouver la valeur de f; ; Vi,j > 1 de fagon analytique.

3.3 Force aI’ordre quadratique dans le potentiel d’interaction

La section 3.3 démontre le lemme suivant.

Lemme 3.2 Le terme dominant du développement asymptotique d — oo de la force classique a
I’ordre quadratique dans le potentiel d’interaction U (r,r,) décroiten d—*.

Pour les ordres k > 2 dans le potentiel d’interaction U (r,,r), on ne procéde plus & la décom-
position f(d) = fec(d) + fr(d) réalisée & I’ordre linéaire en U (r,,r). Cette décomposition n’est
profitable qu’a I’ordre lin€aire, pour lequel f..(d)o g1y = 0, ce qui permet de travailler uniquement
avec le terme fr(d)o () qui présente des avantages pédagogiques. Au contraire, a I’ordre quadra-
tique, cette décomposition consiste en une nouvelle sommation non judicieuse, qui fait survenir des
problémes a priori insurmontables. Ainsi, nous adoptons la démarche générale qui consiste a étudier
fld) =limp—co 75 [y a0 [y, 4*a F(da — a)C(da,ap), avec F(qa — @) = gi—grsér.

Les résultats de cette section 3.3 sont contenus dans le cas général de la section 3.4. Néanmoins, il
est tout de méme utile d’exposer les étapes de calcul de I’ordre quadratique, car la preuve générale de
la section 3.4 est relativement abstraite, mais suit les mémes idées que celles de I’ordre quadratique.
Ainsi, la lecture du présent chapitre doit rendre la preuve générale de la section 3.4 plus abordable.

3.3.1 Expression des fonctions de corrélation
Soit 0 = C(qa)C(a), A(Yays) = C(ya)C(ys), A(za,2) = C(24)C(2s). Notons

<é; A(yays); A(Za7Zb)>s . C ™ (o, Qs YarYb; ZarZ) (3.63)

Aa,A
:CT ° (qal’qbl;yal)ybl;’z@l?’zbl : |Cla+Qb—Ya—Yb|,
[da+9b—2a—26|,[ya+Ys—2a—2|) , (3.64)
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ou les symeétries de (3.63) sont explicitées dans (3.64). La notation utilisée est expliquée au début de
la section 2.1.

On établit dans I’annexe A.6 I’expression de la fonction de corrélation & deux points C(qq,qs)
au deuxieme ordre dans le potentiel d’interaction.

C(da, )0 / dgya/ yz/ d*z / B2V (ya—ys)V (Za—25) Co ™ (QarQb; YarY b ZasZp)
(3.65)

3.3.2 Expression de la force par unité de surface f(d)

La démarche consiste a introduire (3.65) dans (2.45), puis faire des changements de variables
judicieux en tenant compte des symétries (3.64). Pour alléger la notation, nous remplagons parfois
les arguments d’une fonction par (- - - ).

fd)oe = Jim 75 [ dau [ d'aPlas - a)Clawaon
—00 Ab
=5 152032/d3qa/ 3qb/d3ya/ 3yb/d3za/d 25V (Ya—0)V (2a—26)F (qa—ap) Cp (- - )

== hm / dqa, / dgy, / dya, / dys, / dza, / dz, /dQGa / d*q, /dea / d%*y, / Za d Zp
2 L~>ooL R2 R2 R2 R2

Ao, A
C(T (Qa17Qb1;ya17yb1;2a172b1 : |Qa+q177y’a7yb|v|qa+qb*za7zb|v|Ya+yb*Za*Zb|>
Vv (lyal - yb1|7|ya - yb') Vv (lzm - Zb1|7lia _EbD F (Qal - Qb1,|qa - abl) (3.66)

Soit les changements de variables (dans I’ordre)

1 4q, R

qb qb+Yb
Yo=Y+ 2

3. Zy =24 + 7y,

0 0 0
(’)(,32 = / dqal/ del/ dyal/ dybl/ dzal/ dzbl / qa/dQQb/dea/dQVb/ dQEll
R2 R2 R2 R2 R2

Ag,A
C(T b (Qa1aQb1;ya1ayb1;2a1azb1 : |qa+Qb|a|Qa+Qb+Ya+yb|v|Ya+yb|)

alors

/%QZaV(lyal_yln |a|ya_yb+za|) V(lzm_zbl MZGD F(qal_qbl 7|aa_ab+ya_yb+ia|)
R

L—oo L2

1
lim —/ d*z, . (3.67)
—_—
=limp 0o L—12L2:1

Soit le changement de variables
b = d — qy,
Yv, = d— Yv, (368)
2, =d — 2p,.

Soit Q =] — o0;0] C R, soit C5:i(- - -) la fonction de corrélation tronquée du systéme semi-infini
A, de référence sans interaction, alors en appliquant le changement de variables (3.68) a (3.67), on
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obtient finalement

fd)ogzy = %2 Josd9a, gy, Aya, dyp, dza, dzp, [pead®@, 4°q, d°F, 4°F,
C5" (Qay @by Yar Y5 Zar 20, * [da + Al|da + A6 + Yo + Yo l5|Ya + yol)
Jo2 @20V (|Yay + v, — AT =Ty +Za) V (200 + 26, — d|,[Zal)
F(qa, + @, —d,[A, —qy + ¥, — Fp + Zal) -

(3.69)

3.3.3 Développement asymptotique d — oo

Pour alléger I’écriture, notons

Jazm = [ dauy dan dyey diny 2oy dny [ G, G 0, 0, (3.70)

N6 R2x4
z2 : (qal 7qb1 7ya1 7yb1 aZal 7Zb1 aaaaalﬂy(myb) (371)

s

902(22) = _CT (qcz17Qb1;ya17yb1;Zalvzb1 : |Qa+q17|v|qa+qb+ya+yb|v|Ya+yb|> (372)

wldz) = / PEe V (y + i — AL fFe =T+ TV (0 20 —dlfal)  BT3)
¥ F(qa g —dfd, — T+ T~ Y+ Zal)

Dans ces notations, la force par unité de surface (3.69) prend la forme

f(d)og2) = /de ©2(22)g2(d,22). (3.74)

On suppose que g2 (d,z2) admet un développement asymptotique en puissances de d—! de la forme

=1
dZQ :Z—k 92,k 22 (375)
k=0
- d)o(s?) Z I / dza p2(22)g2,k(22) - (3.76)
k=0
=fa.k
Les petits parametres du problémes sont
. Ga;+ . Ya;t . Zajtz
o v B U o (3.77)
aéw 6i% ,yiy@;ybz 5$ya3;yb3. :

On remarque que (3.74) est intégrable, malgré la non intégrabilité du potentiel de Coulomb. En effet,
I’intégrabilité est assurée par la décroissance de la fonction de corrélation a 3 points C5:(- - - ). Ainsi,
pour toute variable ¢ € R? dontdépend C5:(- - - ), onalimg, oo C5 (- -+ ) = limg, 0o C(€)g(- - -
0, avec g(---) une fonction indépendante de &. En effet, loin des parois, le systtme tend vers un
systéme de Debye, pour lequel il y a écran exponentiel. Ainsi, la limite lim¢, _,_ ., C(&) tend suffi-
samment rapidement vers zéro loin des parois pour assurer la finitude des intégrales.

La démarche pour déterminer g- 1. (z2) est la méme que celle présentée en annexe A.9, qui a per-
mis de déterminer g, (=1 ). La principale différence est d’avoir dans notre cas des formules bien plus
lourdes & manipuler, a cause du nombre plus grand de petits paramétres. C’est pourquoi ces calculs
ne sont pas présentés. Néanmoins, il faut remarquer que I’équivalent de (A.65) a I’ordre quadratique
fait intervenir un potentiel de Coulomb supplémentaire, et donc un facteur d—! supplémentaire lors
de la mise en évidence des petits paramétres. Soit les variables indépendantes de d définies par

n= p,d, V= Vda 77 = nda a = Oéd, 6 = Bda 5/ = ’de 0= 6d7 (378)
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alors on trouve aprés quelques calculs

g2,0(22) = 0
g2,1(22) = 0
g22(22) = % €1
923(z2) = —% (% +y—|—77) (3.79)
g23(22) = —2m <4a 4452 + 552 1 582 + 47 + 452 + 632
F11G4 + 1188 + 8fii) + Sjiir + 5977) &

3.3.4 Calcul de la force par unité de surface en puissances de d—*

Connaissant les g2 x(22), k = 0, .. .,4, la procédure de calcul de la force aux ordres d—* est bien
définie grace a (3.76). Ainsi

foo = 0 (3.80)

fa1 = 0. (3.81)

Etant donné que - (z2) est une fonction de corrélation totalement tronquée par rapport a des grou-
pements de variables, il est judicieux de choisir une nouvelle notation qui les exploite pleinement.

q = (QI aa) Q= (qal 7qb1) q (aa ’qb)
y = (yl 7?) o= (yal 7yb1) y = (yanyb) (382)
z = (Zl 72) z1 = (lel 7Zb1) z = (Zaaib)

fa2 = /de' ©2(22)g2,2(22)
2 «
—gﬂ/nggag(zQ)el

——w— qu/ dy1/ dZ1/ d4c—1/ Y G5 (qus s =1 ¢ [al @+ F1.131) &
QZ Q? Q? R2><2 R2><2

=0 électroneutralité

— (3.83)

Il n’est a priori pas évident que la derniére relation s’annule par électroneutralité. Nous avons choisi
de réaliser ces groupements de variables pour se ramener, apres intégration sur certaines variables, a
une forme similaire a celle de la régle d’électroneutralité

/Q dya, / LT, Cr (dor: Yoy © [Ta]) = 0. (3.84)
RQ

Nous exploitons donc une analogie formelle uniqguement. Néanmoins, on peut facilement montrer,
apres intégration sur certaines variables, que ces analogies formelles traduisent des relations tout a
fait justifiées. En effet, par exemple pour (3.83), apres intégration sur za,, zs,, Yb,, Ay Aps Y5 ON
obtient

/dql/ dy1/ dZ1/ / &y O3 (a3 9121 ¢ [al.Ja + 3131)
Q2 92 92 R2><2 R2><2

- / dye, / LY, C (dayive < IV.]) - (385)
Q R2

=(Claa)Cla):Clya)), ;
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Cette derniére relation est bien nulle par la régle d’électroneutralité (A.78). Cette discussion justifie
donc I’exploitation des analogies formelles issues du regroupement de variables (3.82).

fo3 = /dZQ ©2(22)g2,3(22)

4.~ \.
dQI/dyl/dzl/ /d4yCT q1;y15 21 ¢ [al,[qtyl, IyI) (—u+v+n)e1
02 R2x2 JR2x2 3

52 et 1y A
———[dqi (ga; + qv,) [ dy1 [ dz1 Ad'y C5" (qus y1; 21 ¢ (4l [ay . [¥]) €
2 15 QQ QQ Q2 R2><2 R2X2

=0 électroneutralité

(22
£z dzl (2a; + 2b,) dq1 dy1 'y C5 (g3 y1; 21 ¢ [al,[a+y),[¥]) e
2 5 R2><2 ]R2><2

=0 électroneutralité

(22 e e &
—5 T dy1 Yar + Yby) dq1 dZ1 Ad*y C5(qu; y1; 21 ¢ [a),[aty ] |v]) &
R2><2 R2><2

=0: électroneutralité

=0 (3.86)

La nullite de f, 5 est a nouveau la conséquence de la présence de moments d’ordre 1 dans g 3,
permettant & I’électroneutralité de se manifester. Pour le calcul de f3 4, il existe des moments d’ordre
2, et donc I’électroneutralité ne pourra pas annuler tous les termes. Par contre, comme pour le cas
linéaire dans le potentiel d’interaction, les moments d’ordre deux qui ne sont pas croisés vont a
nouveau engendrer des contributions nulles. Néanmoins, il n’est pas possible de trouver facilement
une expression analytique pour fs 4, car la regle de somme (3.48) ne peut pas étre appliquée au calcul
de tous les moments engendrant f 4. Il suffit de constater que les moments croisés de g 4 engendrent
une contribution non nulle & f5 4, c’est-a-dire fo 4 = [dz2 2(22)g2,4(22) # 0.

F( o) = f2 110 ( ) (3.87)

3.3.5 Discussion

Nos suppositions sur le comportement de la dépendance de la force en puissances de d—! pour
un certain ordre dans le potentiel d’interaction U (r,,r,) se sont révélées correctes a I’ordre quadra-
tique en U (r4,rs). La section 3.4 démontre que ces suppositions sont correctes pour tout ordre en le
potentiel d’interaction. Ainsi

fld) = 3 o =303 Bt = 3 Zizofis _Sn L gw( ) @)
k=0 k=0 j3=0 7=0 7=0
Frg = 0Vj<k+2. (3.89)

Plus concrétement, (3.89) revient a affirmer qu’a I’ordre & dans le potentiel d’interaction U (r4,rp),
le terme dominant du développement asymptotique d — oo de la force esten d~ (k+2)_ De plus, nous
avons montré que f3 = & -L. Affirmer que f}, ; = 0 Vj < k + 2 revient a écrire

87

f =0 fs = fi3
f1 = 0 fa = fra+ fou
f2. =0 fs = fis+ fos+ fas (3.90)
c’est-a-dire
O (U(ra,rb)l) @ (U(ra,rb)g) O (U(ra,rb)3) cee O (U(ra,rb)k)

@] 210 | 210 | #10G) || 2=+ 0()
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3.4 Force al’ordre £ > 0 dans le potentiel d’interaction
La présente section 3.4 démontre la proposition suivante.

Proposition 3.2 Le terme dominant du développement asymptotique d — oo de la force classique a
I’ordre k& > 1 dans le potentiel d’interaction U (7,7, décroit en d—(F+2),

3.4.1 Expression des fonctions de corrélation

~Nous utilisons la relation établie dans I’annexe A.6. Soit 0 = C(q )C( b); (yw,ybl) =
C(¥ai)C(ybi); Yaisyvi € R Yai = Wair Yai)i Yoi = Ybiz Vi)

k k
p
C(Qav‘lb)(’)(ﬁk):%/d Yai--d Yak/d3Yb1 By [TV (ai—ysi) H (Yaj ¥b5)

i=1

- s.i.,T
(3.91)
3.4.2 Expression de la force par unité de surface f(d)
Notons C* ™ (Qa Qb Ya1, Y515 - - - Yak-Yok) = <9 15_1: A(yas ,be)> o alors
— 3 3
f(d)opyy = Jim ﬁ/ d°qq /Abd ap F ) C(da,q) 0 (%)
_ =Bt 3 3
= L_}()OLQ dqa Abd ST dYal- -y ar dym- - Pyuk
H (Yai = 6:)Cp" ™ (Ao Qb3 Va1 ¥o15 - - Yakoyok),  (3.92)
avec
Co ™ (s v; Va1, Y015 - - -5 Yak Yok
Ao, Ay
= CT <Qa17Qb1;ya11ayb11; s §yak1aybk1 :
Ao + 9 — Va1 — Yoilsl@a + G — Y2 — Vools - - -5[da + @ — Yar — Vorls
Ya1 + Y61 — Va2 — Yo2lsl Va1 + Vo1 = Vas — Yosls - 5[ Va1 + Vo1 = Yar — Yorls
Va2 +¥o2 = Yas — Yesbh|Va2 + Yoo — Yaa — Yol - 5|Va2 + T2 = Tar — Youls
Vatk—1) + Yok—1) — Yak — ybkl)' (3.93)
Soit les changements de variables (dans I’ordre)
1. aa = aa + yal 2. yal = yal + ya2 3 yaQ = yaQ + yaB

dp, =dp + Vi1 Y1 =¥ T Y2 Y2 = Yoo + Y3

k. Yatk-1) = Vak—-1) T Yak k+1. Var = Yar + Yok

Yok—1) = Yo—1) T Yor (3.94)
3.94
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Ce dernier changement de variables permet d’éliminer la dépendance en y,,, de I’intégrand. L’inté-
grale sur y;, se simplifie alors avec la limite thermodynamique limz, # Soit ensuite le change-
ment de variables

Gv, = d — qp,

Ybi, =d—ypy, Vi=1,....k (3.95)

Q=] —00,0] CR.

Notons C%:i-(- - - ) la fonction de corrélation tronquée CQ‘“A” (---) dans le systéme de référence aprés

avoir effectué le changement de variables (3.95), alors en effectuant d’abord (3.94) puis (3.95) dans
(3.92), en tenant compte de (3.93), on vérifie facilement que I’on obtient

vk
f(d)ogry = % Jozxern d9a; dgs, dyar, dyer, - - - AYak, dyer,
Jpord?d, %@, d°F oy °F1 - T a—1) PF0—1)

C%lv (qtll y4by 3 YalysYblys - - -5 Yaky sYbky ¢

_ k=1 ,— . —
Ao+ +2im) (Vait¥ei)

|4, + |, /a0 + a0+ a1 +Y01ls - - -

_ _ _ _ _ _ _ _ k1 _
IYa1 501 51¥a1 VY01 7V a2 +V02b - o5 [Tar + V01 +2ics (Fai t¥0i)

Yak-1) +yb(k—1)‘ )

k—1,— — —
Yiej Vai=Yei)+¥Var

).

)

(3.96)

— — k—1
S 25 i Vlyars =9 | Fi DL =4 V(= 90 -

F (qa1 +qb1 - d7 qa _ab + 25;11 (yai _ybi) +yak
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3.4.3 Développement asymptotique d — oo

Pour simplifier I’expression (3.96), changeons de notations comme suit.
/ dzy = / dqa, dgv, dYa1, dye1, - - - AYak, Yok,
Q2% (k+1)

/szdeC_la 4*q, 4’1 %31 - Vo) P00

Zk = (Qa1 s4by yYalyYblys - - - aya(kfl)l ayb(kfl)l 75@75())?@1)?()17 R 7ya(k—1)7yb(k—1))

. (_ﬁ)k s.i. . . . .
(,Ok(Zk) - k! CT daq,9b15Yal,sYblys - - - s Yak sYbk, -
k—1
@AW At G+ Far + Tl [Aat T+ D (FaitFii)
i=1
k—1
Va1 +501 a1 + 01+ a2+ Tl o [Far TFo1+ Y Fas+50)
1=2
Ya(k-1) +yb(k71)‘ >
k—1 k—1
gk(dazk) = /R;Fyak V(|yak1 — Yok, |a |yak|) HV |yaj1 —Ybjx |a Z (yai*ybi)+yak
j=1 i=j
k—1
F <qa1 oo, —d, (A =T+ Y (Vi =T+ T ) : (3.97)
=1

Dans ces nouvelles notations, la force par unité de surface (3.96) prend la forme

f(d)opr = /dzk ok (k) gr(d,21). (3.98)

On suppose que gx(d,z) admet un développement asymptotique en puissances de d—* de la forme

=1
gk(d:zk) = D = gr,5(2) (3.99)
j=0
=1
— f(d)opry) = Z 7 /dzk or(2k) 9k, (2k) - (3.100)
j=0
=fr.j

Les petits paramétres du probléme sont

Gay +9b, Yajs TUbjy .
a M d =V

=a Jasa 002 = oy J=1,... k-1 (3.101)
QQ3;Qb3 =8 yajg;ybjB = 5]. J=1,...k—1.

das — by



CHAPITRE 3. TRAITEMENT CLASSIQUE 44

Ainsi on vérifie aisément que

o —d
gr(dzr) = | d*5 dos T 0
R2 a - _ b1 _ _ 2 3/2
((qal +ap, —d)? + (qa =G+ 2ict (Vai = Yea) + yak) )

k—1
1 1
2 — 2 1/2 H
((yak1+ybk1_d) +1V ol ) j=1 <(yaj1+ybj1 ‘ZZ = (FVoi= i)+ Var

1 9 u—1
= g2 /RQd Yak 5 o\ 3/2
(-0 (o Shtner )+ (s 2 6 250) )

1 i 1 '
| /2 ((V 1)2+<Zz =j 'Yz-i-y‘”? )2+(Zf:_]1 (5i—|—y";3 )2)1/2

2)1/2

Y= y“% (3.102)
J=d%1,
alors
1 pn—1
gk (d,zr) = o /R2d:r dy

(s (orm vy (o))

1
- H 5 (3103)
T = (=2 ) (SIS 8))

Il est possible a partir de (3.103) de calculer explicitement les gy, ; (1) Vk,j. Néanmoins, ce calcul ne
s’avere pas nécessaire pour achever notre preuve. En effet, soit i = dy, 7; = dv;, & = da, 5; = dv;,
B8 = dp, 6; = dé;, alors en observant (3.103) on en déduit facilement que

Grj(zk) = 0Vji=0,....,k—1 k21
= 1 — _2m
griler) = Jpedody (1”2*?/ )2 (1+x2+y 1P (1azyyr)t e 1R (3.104)
I k+1(2k) O(M,VJ)
grwv2(zk) = O (u V36 ﬁ?,ﬁQ,é?).

3.4.4 Calcul de la force par unité de surface en puissances de d—*

Il n’est a priori pas évident que gy x+1(2x) ne dépende pas des variables transverses &,%,B,Sj
Vj. Néanmoins, il est absolument essentiel de le constater, car cette indépendance dans les variables
transverses va permettre d’affirmer que fr.e+1 = 0, par électroneutralité. La raison pour laquelle

9k k+1(#x) est indépendant de a,fyj,ﬁ 5 V4 provient du fait que dans I’expression (3.103) donnant
gk (d,zx), les variables transverses se trouvent toutes élevées au carré dans des expressions du type

2 2
(a0 —I—x) (8+5 +y) (S i+ w) et (S 6+ y) - Ainsi, alordre
O (o}ﬁj ,ﬁ,é,‘) , Ces variables transverses sont couplées & x ou y, c’est-a-dire multipliées linéairement
par x ou y et par une fonction qui dépend de =2 + y? uniquement. Par suite, lors du passage en
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coordonnées polaires pour effectuer I’intégration fRde dy, I’intégration sur I’angle polaire donne
une contribution nulle pour ces variables transverses. Ceci explique I’indépendance de g x+1(2x)
par rapport & ces variables transverses. 1l en découle donc, par le méme procédé que celui décrit dans
la section 3.3.4 pour I’ordre quadratique & = 2 dans le potentiel d’interaction, que

Jrhr1 = /de o1 (21)O (f1,7) = 0. (3.105)
=0 électroneutralité
De méme
For = =" [dzr on(z) =0 (3.106)
kk = Tk kEPre(Ze) = U. .

=0 électroneutralité

Par contre, les seconds moments donnent a nouveau une contribution non nulle a la force, a cause de
I’existence de termes croisés dans g, x+2(zk)-

frar = [don ()0 (72,7262 52,5.5) #0 (3.107)

S k42 1
Fdo@n = 22 +0 (o (3.108)

3.4.5 Discussion

Nous avons donc montré qu’a I’ordre & > 1 dans le potentiel d’interaction U (r,,rs ), le coefficient
dominant de la force dans le régime asymptotique d — oo décroit selon d—(%+2), ¢’est-a-dire

fdogy = Y. % (3.109)
§=0
0 J<k+2
fk,j { fdzk @k(zk>gk7j(zk) 7& 0 sinon (3110)

avec f(d) = Zj‘;o % fi = > e fr,;. Ceci achéve donc la preuve de la proposition 3.2, et par

conséquent aussi la preuve du théoreme 3.1.
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Chapitre4

Traitement semi-classigue

Ce chapitre a pour but de démontrer la proposition suivante.

Proposition 4.1 Soit C5:" (qa,; Ya, : [¥,|) 1afonction de corrélation tronquée de charge semi-classique
du demi-espace plan A, sans influence, alors le terme dominant du développement asymptotique
d — oo de la force semi-classique f(d) est donné par

27 0 0 _ i _
f(d) = ? (/ dqa1 / dyal /]RZdea Yaq C(T ' (Qal;yal : |ya|)>

avec limﬁ_,o f(d) — f(d)CIaSSique_

2

e +0 <%) , (4.1)

On utilise les résultats suivants du chapitre 2.

. 1 ) )
f(d) = lim ~ / P, / Py Flde — 4)C(qua) (4.2)
L—oo L Ay A,
F(qe —qp) = oI (4.3)
|qa - qb|
Ay = {x e R*z; <0} Ay = {x € R¥|z; > d} (4.4)

A présent, la différence est de considérer des particules ponctuelles quantiques sans contrainte statis-
tique (c’est-a-dire avec la statistique de Maxwell-Boltzmann). Soit H I’espace de Hilbert décrivant le
systeme, H I’hamiltonien décrivant la dynamique, dz la mesure de Lebesgue, alors

H = L* (R**?N dx) (4.5)
H=T,4+Ty+U(ry) + U(ry) + U(ra,rs) (4.6)
N g2
T, = — A; 4.7
; 2Ma, “.7
hQ
Ty=—Y — A, 4.
) ; T (4.8)

tandis que les définitions de U (r,,), U(rp) et U(rq,rp) sont identiques & celles de la section 2.2, en
interprétant la position g par un opérateur position agissant sur .

4.1 Formalisme des filaments

Le formalisme dit des filaments permet d’avoir une formulation semi-classique similaire a celle
du cas classique. La différence réside dans un nouvel espace de phase élargi, celui des filaments
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F = (a,q,¢), avec « la charge de la particule, g € R3 sa position dans le sens ou dans la limite
classique & — 0 la particule devient localisée en q, et £ € R3 la forme du filament attaché a la
particule, qui représente ses fluctuations quantiques. On revoie a I’annexe A.13 pour la présentation
de la construction du formalisme des filaments.

On note aussi qu’il existe un formalisme similaire dans le cas du plasma purement quantique.
Dans ce cas, on parle du formalisme des boucles £, dont I’analogie formelle avec le cas classique
découle d’une relation tout a fait remarquable, appelée "formule magique" (voir [MB] ou [Me2]).

4.1.1 Formalisme des filaments pour notre systeme

Soit F = (a,q,&) I’espace de phase élargi des filaments, « I’indice de charge, q la position de la
particule, £ la forme du filament. Soit A une observable sur F, alors notre systéme dans le formalise
des filaments est caractérisé par les grandeurs suivantes.

<A> _ é AF o~ BUF)+U(F) o= BU(Fa, Fy) (4.9)

S S
/d]-' = > > / d’r,, ...d3raN/ d®rpy ... Pron
Qg =1 ap; =1 AY AIZ;]

aaqy=lapy=1

/ D [€,,()] - D [€un () / DE, ()] ... Diesw()] 2(F)  (4.10)
AN AN

_ / A%, / A7, (4.11)

avec
S
/d]—'a - g;l /Aévdgral dProx /AéVD 6, ()] ... Dlean()] 2(F)  (412)
S
/d}}, = g;l /Aévd%,1 o Pryy /A?D (€, ()] ... D[En ()] 2(Fp). (4.13)

D [&(+)] est lamesure normalisée de Wiener du pont brownien définie dans I’espace des chemins £(-)
continus mais différentiables nulle part, tandis que d [£(-)] est une intégrale fonctionnelle conven-
tionnelle. Soit D la constante de diffusion généralisée qui est égale & 1/2 dans notre cas (voir [Ma]),
alors

D [€,()) = d[€,()] exp (—% [as |l ) (2m)*/? (4.14)

/RzD [£()] &i(s1)€;(s2) = 0ij (min(s1,52) — s152) (4.15)
1

[P0 - e D=2 (@.16)
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Soit z(F) I'activité, o, le moment cinétique intrinseque (spin) maximal de I’espece correspondant
a la particule 7 du volume A, M, S& Masse, A%i sa longueur d’onde thermique de de Broglie.

: = 2(Fa)z(Fp) (4.17)
3/2 3/2 2(
i=1 (270‘3@,) (27r 2, )
Ny = By |2 Ny = hy|-L (4.18)
¢ maam ‘ mab

Les fonctions de corrélation de charge C(q,,qs) S’obtiennent par intégration sur les degrés de li-
berté internes des fonctions de corrélation de filaments C'(F,,F). Les fonctions de corrélation se
définissent, de facon similaire au cas classique, a partir des fonctions de densité de particules d’une
certaine espéce.

S S

C(qavqb) = Z Z eaaeabpga)ab (qavqb) (419)
aqg=1ap=1

o2, (qusw) = / D€, ()] / D &,()] o2, (Fu ) (4.20)

Aq Ay

P (FaT) = (P (Fa)bau (Fa)) (4.21)
N

Pa.(Fa) = Z Saa,a:0 (Tai — da) 6 (Xai — &a) (4.22)
=1

S S
= C(qa,qp) = /D [ga()]/AD [gb()] < Z Z e@ae@bﬁaa(f(l)ﬁaa(fa)> (4.23)

a ag=1ap=1

=(C(Fo)C(Fp))=C(Fa,Fs)

Soit Xo(x) la fonction indicatrice de @ C R3, x € R3, alors les potentiels d’interaction entre
filaments sont définis par

UF) = D Caila;Vaa, (FiFj)Xn, (r:i) X, (r5) (4.24)
1<i<j<2N

U(fb) = Z €a;Ca; Vaiaj (}—iv}—j)XAb (ri)XAb (rj) (4-25)
1<i<j<2N

U(fav}—b) = Z e&ie&jvﬂti&j (fia]:j)XAa (ri)XAb (rj) (426)

1<i<j<2N

1

Voros (FiF5) = [ sV (14 das(6) = 15 = Ao () (4.27)
0

V(x) = |x|~" (4.28)

Il est remarquable que, contrairement au cas classique, le potentiel d’interaction (4.27) dépende ex-
plicitement de I’espéce des particules par le biais de la longueur d’onde thermique de de Broglie A,
et donc de la masse de la particule m,,,. Cette dépendance a des conséquences de calcul non négli-
geables. De plus, I’interaction entre filaments différe d’une interaction de Coulomb classique entre
filaments chargés. En effet, (4.27) révele que I’interaction entre filaments est "bijective", c’est-a-dire
que chaque point du filament F; n’interagit qu’avec un et un seul point du filament F;. Une interac-
tion classique entre filaments serait telle que chaque point de F; interagit avec I’ensemble de F; (voir
la figure 4.1).

Ainsi, étant donné que I’extension spatiale du filament dépend de I’espéce des particules, alors
I’interaction entre filaments dépend aussi de I’espéce, par conséquent I’énergie d’interaction U (F,,F;)
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Qb
Voext(X1)
A ©
4
) > €1

Fi1G. 4.1 — Interaction bijective entre filaments et contrainte sur leur extension spatiale

L’extension spatiale du filament vérifie Ro, ~ Ao, = R mi Les filaments sont une manifestation des fluctuations
T ahi

quantiques, et dans la limite classique & — 0, ils se réduisent a un point, ce qui correspond au cas classique. Les fléches
en traitillé représentent I’interaction bijective qui surgit dans le formalisme des filaments. Chaque point du filament de A,
n’interagit qu’avec un et un seul point du filament de A,. 11 est possible de modéliser la région interdite R3\{A, U Ay} par
un potentiel infini Vext (21).

entre A, et A, ne prend pas une forme factorisée similaire au cas classique (A.6). Soit C'(F") I’opé-
rateur densité de charge dans A, db aux particules localisées en y, et de forme filamenteuse x(-).
Soit F;, = (ag:¥a,X,), alors

S S
U(F.F) = /A &y, /A &y, /A D [xa (") /A D [y ()] ot ey, (S as o (FL) Visa (Fi ).
o b o b af=1 al=1

(4.29)
Il apparait ainsi que la dépendance du potentiel d”interaction en ., et o, empéche une factorisation
dans (4.29), et donc rend impossible la mise en évidence des opérateurs de densité de charge C'(F,)
etC (F})-

L’extension spatiale des filaments est sujette a une contrainte. La mesure de Wiener d’un filament
issu d’un volume A, ou A, est restreinte a ce méme volume. En effet, le filament représente les fluc-
tuations quantiques de la particule, et a priori il peut s’étendre sur tout R3, ¢’est-a-dire que la particule
quantique peut étre localisée n’importe ou dans I’espace. Néanmoins, la contrainte du volume interdit
R3\{A, U A,} peut étre modélisée par un potentiel extérieur Ve, (1) défini par

Viwr(1) = 6 (Ko ag(w1) — 1) = { 0 :2 gojd?o,()] U [d.o0] (4.30)

Dans ce cas, on sait que la probabilité de présence d’une particule dans la zone de potentiel infini est
nulle. La particule ne fluctue pas dans la région interdite, et par conséquent sa probabilité de présence
doit y étre nulle. Ainsi, les filaments issus de particules localisées dans A, sont localisés dans A,.
Il en est de méme pour ceux issus de A,. On ne peut pas non plus accepter des filaments "cassés",
dont une partie serait contenue dans A,, et I’autre dans A,. En effet, cette géométrie est & exclure
car il n’existe pas d’effet tunnel pour une barriere de potentiel infinie. Le domaine d’intégration des



CHAPITRE 4. TRAITEMENT SEMI-CLASSIQUE 50

intégrales fonctionnelles est a interpréter comme une convention de notation, qui indique quelle est
la contrainte spatiale a laquelle sont soumis les filaments. En effet, cette contrainte spatiale ne peut
pas étre interprétée comme de simples bornes d’intégration, étant donné que la forme du filament
représente un degré de liberté interne de la particule.

Si le potentiel d’interaction entre filaments issus de A, et A, est nul, U(F,,F) = 0, alors

1 [iFe-sw@E+v@E) _ L /dfa o—BU(Fa) 1L /dfb o—BUF) (4.31)
Q QA Qn,

La factorisation (4.31) va permettre, & I’instar du cas classique, de reformuler des moyennes d’obser-
vables du systéeme sous influence en termes de moyennes sur les systémes A, et A, sans interaction
mutuelle.

4.2 Force al’ordre linéaire dans le potentiel d’interaction

La présente section 4.2 consiste, en plus des interprétations physiques, a démontrer la proposition
suivante.

Proposition 4.2 Soit C%"(ga, ;%4 : [¥,|) 12 fonction de corrélation tronquée de charge semi-
classique du demi-espace plan A, sans influence, alors le terme dominant du développement asymp-
totique d — oo de la force semi-classique f(d)o () a I’ordre linéaire dans le potentiel d’interaction
U(F,; ,F;) est donné par

2776 0 0 2— s.i =
f(d)O(ﬁ) = 3 dqq, dya, R2d Yo Ya OF" (qa1§ya1 : |Ya|)
—o0 —oo

classique

avec linlh*)() f(d)O(ﬂ) = f(d)O(ﬁ)

2

& +0 <%) . (4.32)

Les notations utilisées sont

fa = (aa7Qa7€a)7 j:b = (abvql7a€b) (433)
]:1/1 = (a;,y(L;X@)7 fiﬁ = (a;NYbaXb) (4-34)
) s
C(Fa) = Z €aqPa.(Fa)
ag=1
s N
= > ea, Y 6(FuFi) (4.35)
ag=1 =1
0(FaFi) = 60‘@7051'6((]@ —13)0(§, — 1), (4.36)
avec donc
(da,q,Ya,Yb,r:) = origine des filaments (4.37)

(€,:€p:XasXps1b;) = forme des filaments (variables d’intégration fonctionnelle).  (4.38)

La moyenne (-)_; , est donc une intégration sur I’espace de phase («,r,) donnée par

S S
E E / ddral .. .ddraN / ddl‘bl .. .d“rbN
Qg =1 ap;=1 AY Aév

OLQN=1 ()ch=1

| Dl DlayO) [ Dl ()] Dl ()] 2(F)2(F). (@39
AN AN

a b
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avec (“1; O BNSHN41 - 7/1’2N) = (tu’ala claN M - 7/1’bN)' Ha = (tu’ala s a”’aN)* My =
(Kp1s - - 5N )-

Il est clair que la force entre A, et A, est nulle a I’ordre zéro dans le potentiel d’interaction, car
dans ce cas il n’existe pas d’interaction entre les systémes. En effet, a cet ordre, C'(q.,9s)0(s0) =
Ch, (Ga, )Ca, (qv,), et en remplagant dans I’expression de la force (4.2) on trouve bien une contribu-
tion nulle par I’hypothése 3 de neutralité macroscopique.

4.2.1 Expression des fonctions de corrélation

L’annexe A.14 fournit I’expression de la fonction de corrélation semi-classique a un ordre quel-
conque dans le potentiel d’interaction U (F,,F;). Néanmoins, pour des raisons pédagogiques, on
décide a nouveau de faire la méme mise en évidence f(d) = f..(d) + fr(d) que dans le cas clas-
sique. Les fonctions de corrélation C(qa)o3)C(as)o(s) et Cr(da; as)o(s) S’obtiennent de fagon
similaire, leurs expressions étant identiques a la différence des intégrations supplémentaire sur la
forme des filaments £, et &,, ainsi que sur x, et x;, chaque fois que dans les expressions classiques
apparaissent une intégrale sur y,, et y;, respectivement. Finalement, on ne peut pas factoriser certains
termes qui forment les densités de charge Ca, (ya), Ca, (¥), Ca, (da,ya) €t Ca, (db,¥5) & cause de
la dépendance en «, et o, du potentiel d’interaction V., o, (F,,7). Ces considérations permettent
directement d’ obtenlr de (3.15) et (3.16) les relations cherchées.

C(qa)C(ap) = Ca,(da)Ca,(ab)

+2BCAQ(Qa)CAh q» fAD fAb €b fAdSYafA YbfAD[Xa(')]
JaP [Xb(')]za _12%_1@@' € Pai(Fa)PANF) Vet (Fio Fy)

*ﬂCA da fA fAb Eb fAddyafA }’bfA Xa )]fAP [Xb(')]
o ﬂzab_ieaf avCat P) (Fi)Papag(ForFi) Ve, (FirF)

_ﬁCAb (qb)anD fAb gb fAdBYafA YbfAD [Xa(')]fAP [Xb()]

S S
=12 0; _1€a, o, €at Pt ar(Fa Fo) Pl (Fi)Vagaf (Fan i)
a;:l e

0(3?)
@.40)
CT(qu;CIb) = _ﬁanD fA d? Ya fA )] Zaa—} €a,Cal, Pa al; T(}-av]'-l)
Ja D €O [, d%ye [4,D Ixo ()] Zab =1 €y Cay Pﬁba 1 (Fo,Fp)
Var, o (FL.F)
+0(5%)

(@.41)
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4.2.2 Expression de la force par unité de surface f(d)

Nous avons

fd) = fee(d +fT (4.42)
feeld) Jim_ 2 / ddqa /A ey F(da — 1) Cla)Cla) (4.43)

b
Lhm I3 / d*qq / *qp F(do — @) Cr(qa; ab) (4.44)

—00 Ay

O

F(q, — q o A 4.45

Lemme 4.1 A I’ordre linéaire en U (F,,7;), la contribution semi-classique de f..(d)os1) est nulle.

Preuve. A nouveau, ce lemme est une conséquence directe de I’électroneutralité, mais nous désirons
réaliser la vérification explicite. La preuve est similaire a celle du cas classique. En insérant (4.40)
dans (4.43), on obtient

feeld) = lim _/Ad3Qa /Ad3QbF(Qa*Qb)CAa(CIa)CAb(Qb)
a b

Y :
+203 lim —2/ d“qa/d“qu(q =)0, (4a)Cn, (ab)
L—oo L A Ay

J Dt / &) /d?'ya/Abdyb/ Xl / ()]

a

S S

SN eapear o (FO)ph (Fi)Vayay (FanFy)

a;_lab_l

) 1
—ﬂLhm ﬁ/ d?’qa/dBQbF(Qa*Qb)CAa(Qa)
—00 Aa Ab

[ veor [ D) / @y, / iy, / D) / D)

a

Y D carearcayput (Fu)patas (FoFo)Vayay (FusFi)

a’_lab 1
ab_l

— Jim ﬁ/ d3qa/d3qu(qa—qb)CAb(<1b)
— 00 Aa Ab

[Pl [ Do) [ @y [ @ [ Do) [ Db

S S
j{: ji: eaaea;eagpgza;Q7ﬁwfé)P2£sz)vh;agﬁ7zwa)

ag,=1 ag:l
’
a,=1

0(3?). (4.46)

On voit que tous les termes de I’expression précédente montrent une dépendance dans les variables
q. et qp similaire a celle de I’expression obtenue lors de la preuve du cas classique (3.17) de la page
25. Ainsi, il suffit de reprendre les arguments de la preuve classique et de les appliquer a notre cas
pour achever la démonstration. [ |
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Grace au lemme précédent, I’expression de la force a I’ordre linéaire est

f(d)ow) = fr(d)o(
:Lh_,nioﬁ/ dqal/ dgp, /qua/qub — a)C7(qa; ) 0()

—f Jim ﬁ dqal/ del/ dyal/ dybl/Rqua /Rqub /Rd2ya /2(12%
/d/ O [ Di&] [ Dbl | Di)

a

3> ustag e V(1901 =00+ A, Xar () = A X0 ()L T =T Mg X () = A X0 ()]

Oca—l ap= 1
aé:l a;,:l

nga{I;TQ]al 7>‘&a€a('); Ya, 7)‘041 Xa() : |aa7ya|) PQ:QL;T(% 7>‘&h€b('); Yv, 7)‘04, Xb(') : |ab7yb|)
F (qal — Qv 7|qa - ab|) . (447)

Les arguments des fonctions de corrélation tronquées de densité de particules méritent un commen-
taire. Dans le cas classique, grace a I’invariance par translation dans le plan transverse engendré
par é; et és, les arguments de la fonction de corrélation sont (qq,;vya, : |4, — ¥.|). Dans le cas
semi-classique, il n’est pas correct de dire, par simple analogie, que les arguments de la fonction de
corrélation tronquée sont (g, ,&a, (*); Ya, »Xa, (-) : [, — Vul,l€. — Xa|)- En effet, les filaments re-
présentent une propriété intrinséque de la particule (ses fluctuations quanthues qui sont un degré de
liberté interne, comme I’est par exemple le spin), propriété indépendante des symétries spatiales du

probléme.
Soit les changements de variables (dans I’ordre)

1 q, % q, + ¥,
qQ,=dq Ty,
2. Ya - ya + yb’
alors conformément a I’hypothése 8, le facteur L2 se simplifie lors de I’intégration sur y,, et

d)op) =

-8 / " dan / dgs, / e / dy, /R d%q, /]R d%q, /]R &%y, / &y,
Ads /AaD (£a0) /AhD 601 [ Dbl [ D)

a

S S
Z Zeaaeageaheagvoym — Yoy T Aas, Xa, () — Aoy Xby (LY atAayxa(") 7/\agXb(')|)

a:l ()(b 1
al=1a;=1
pgaa’ ; (qa17>\aa€a(.); yan)‘aﬁlXa( ) |qa|) aha T(qb17 ah&b( ) ybm)\agXb(') : |ab|)
(qal qv, 7| —q,+ ya') . (448)
Soit le changement de variables
=d-—
b= T (4.49)
Yo, = d — Yp, -

Quel est I’effet de ce dernier changement de variables sur la contrainte de localisation spatiale du de-
gré de liberté interne qu’est le filament? En appliquant simplement le méme changement de variables
qv, = d — qp, sur le domaine de contrainte spatiale du filament, le nouveau domaine A} (qp) ainsi
obtenu est complexe, dans le sens ou il dépend de la position de chaque particule initialement dans
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Ay. Soit qp la position de la particules avant le changement de variables, alors
Aé(qb> = {X = (:L'l,l‘g,l‘3) € R3|‘T1 € [*Q(le - d),oo[,(l'g,l‘;g) € RQ} . (450)

Néanmoins, pour établir (4.50), on a supposé que I’opération d’inversion spatiale n’a aucune inci-
dence sur le degré de liberté interne, ce qui n’est pas correct. En effet, I’inversion s’applique aussi sur
les filaments (voir la figure 4.2), et par conséquent

Ay (ap,&p, = —&,) = {x = (z1,29,23) € R¥|2; €] — 00,0],(22,23) € RQ} = A,. (4.51)

Na /No N N
Oy s
translation
N |
! aby =qp, —d \
x21 —® ﬁ -~ 00
o s 5 g >
/o
inversion
spatiale
—
by =—Gqbq &3
01 }d > 81
I
&by =—Epq
/N\a No
\ ;Qb
|
—00 . -
ol }d > 61

F1G. 4.2 — Effet de I’inversion d’espace sur les filaments
La zone de couleur plus sombre représente la contrainte de localisation spatiale d’un filament issu de Ap. Etant donné que
les filaments représentent un degré de liberté interne, les translations ne modifient par la forme des filaments. Par contre,
si T est Iopérateur vectoriel d’inversion d’espace, alors I=1£(-)I = —£&(.), et pour Iinversion dans la direction &; on a

[TEOT = X3, (-1 (8.

Soit G(gs, ,&b, ,¢0) une fonction quelconque de gy, , &, , et d’autres variables ¢ invariantes sous le
changement de variables envisagé, alors étant donné que la mesure de Wiener est invariante sous le
changement de variables & = —¢&, la formalisation des idées précédentes donne

/A d'ay /A DI&()] Gl 0 ¥) = /A d'a, /A DI Gl =g~ ). (5D

Il faut cependant toujours interpréter les domaines d’intégration des intégrales fonctionnelles de fagcon
symbolique. En effet, étant donné que les filaments représentent un degré de liberté interne, alors les
domaines A, — d et Aj(qp) sont exactement les mémes dans le sens ou ils doivent étre interprétés
relativement a la localisation de la particule, et non par rapport au choix du repére. !

1. On remarque que la pertinence du changement de variables &, = —&,, sur le degré de liberté interne est confirmée par
(4.53). En effet, en posant y, = y» = X, = X3 = 0, on obtient V'(|d|,0), ce qui correspond bien a la distance minimale
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Soit Q =] — 00,0], alors en utilisant le fait que les corrélations & n’importe quel ordre sont in-
variantes sous un changement de variables de I’ensemble des arguments (voir (3.29)), et en notant
paaa, (--+) la fonction de corrélation tronquée de densité de particules dans le systeme de réfé-
rence A, sans influence, on obtient

f( o = —B[01d4q, dgs, dya, dys, [5.d%q, [.d*T,
Jods [uD €,V D€ D xa()] D by ()]
Zaa_l Zab 1€a,€a’ €ayCal P%a/ T(Qalv)\aag () yalv)‘oé’aXa(') : |aa|)

a =1 ab_l

pz;.ag;T (qbl ’)\@bgb('); Yby a)‘agXb(') : |ab|)

fR2d2ya V(|yal +yb1 +)\a§1Xa1 (')+Aagxbl (')|ﬂ|ya+)‘agXa(')7A0¢2Xb(')|)
F(Qm + anﬁa - ab +ya|)'

(4.53)
L’annexe A.15 consiste a démontrer un lemme qui affirme que dans la limite 7 — 0, c’est-a-dire
lorsque les particules ne fluctuent pas et sont localisées en un point donné de I’espace, la force f(d)
semi-classique donne le résultat classique obtenu au chapitre 3.

. _ classique
%{% f(d)O(ﬁ) = f(d)o(g) (4.54)

Ce lemme tres intuitif est important car il permet de vérifier I’exactitude des calculs a toutes les
étapes, en comparant les résultats obtenus dans la limite 2 — 0 avec les expressions classiques.

4.2.3 Développement asymptotique d — oo

Pour alléger I’expression de f(d)og), adoptons les notations suivantes.

/dZ1 = / dqa, dqy, dya, dys, / d*q, / d*q, (4.55)
2 R2

/d><1 < [as [ ple PIELIPIEOID KO Dbl (4.56)
= (qal’qbl’yal’yb17qa7qb) (4.57)
1+ €060 X000 (459)

@1(217)(1) = *BZ Z Ca,€al, €aypCo PZ;%;T (Qala)\aaga(');yala)‘a;Xa(') : |§a|) (4.59)

=1 1 . E
g;:l gi:l pfx;a;’,T (qbl)Aabgb(.)7 ybla)‘agxb(') . |qb|)
- 25 _ — —
g1(d,z1,x1) = /de Yo F(qa, + qv,,[00 — Ty + ) (4.60)

V(IYas +Yb A, Xar () +Aag X (LT 0+ Aag Xa () = Aag X6 ()])

Soit ¢ (21) et g§(d,z1) les fonctions classiques définies dans la section 3.2.3, alors dans ces nouvelles
notations, la limite 7 — 0 s’énonce

,llig%) dx1 p1(z1,x1) = ¢5(21) (4.61)
%igrg)gl(d7zl7xl) = gi(d,21). (4.62)

d’interaction autorisée par notre modéle. Par contre, sans inversion spatiale des filaments apparaissent des divergences du
potentiel de Coulomb.
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L’expression de la force f(d)o(g) devient

f( Do) = /dzl /dX1 ¢1(21,x1)91(d,21,x1) (4.63)
=1
g1(d,21,x1) = Z d—kng(Zth) (4.64)
k=0
1
= f(dop =) aF /dzl /dX1 ©1(21,x1)91,k(21,X1) - (4.65)
k=0
=fi.k

Il faut bien réaliser qu’a la différence du cas classique, ¢1(z1,x1) €st un opérateur qui agit sur
g1,k(z1,x1) par sommation sur aq, o, o, a;. Uniquement dans le cas de particules de méme
Masses Mma,, = Ma,, = M Vij, ¢1(z1,x1) devient un multiple de I’identité, car les longueurs
d’ondes thermiques de de Broglie )\, sont alors toutes égales. En effet, on a dans ce cas particulier
()01(217X1) = _ﬁc%l (qa1a)‘£a(),ya1;)‘xa() : |aa|) C’%l (qbu)‘gb('); ybu)‘Xb(') : |ab|) Les pro-
blémes de convergence sont absents car les variables sont intégrées par rapport a la mesure de Wiener
du pont brownien, qui est une mesure gaussienne faisant converger n’importe quelle puissance des
variables semi-classiques. Le choix des petits parametres est guidé par le but qui consiste a mettre en

évidence I’origine classique ou semi-classique des différentes contributions.

o= 9a; ;r%l
U= Yai+Yby vy = /\ﬂgxal(')+)\agxb1 )
Y : v
- des—ar A Xaz (VFAas X0y () (4.66)
o = de2 T = e b
- 5 : <
3 = dog g 5y = Aat, Xag ()+Aq1 Xbg ()
- d A= d

On a bien entendu limp_o vy = limpoyy = lims_odx = 0. Les petits paramétres sur x(-)
se comprennent dans le sens ou les fluctuations quantiques sont faibles par rapport & la grandeur
macroscopique d, ou bien de fagon mathématique la mesure étant de Wiener, elle décroit de fagon
exponentielle lorsque |x(-)| augmente. Soit /i = pud, 7 = vd, & = ad, § = 8d, vy = vad, 7x = yad,
6 = dxd, alors aprés quelques calculs il vient

g11(z1,x1) = —mé;
gi2(z1x1) = gfa(21) +gi20x1) (4.67)
g13(zix1) = gfs(21) +gf50a) + g1 (21x1)
gia(1) = —F(a+v)é
9%,2()(1) = —3hé
g5 = F(@+P)a-fE+0) e (4.68)
gih00) =  F(R+8-2%)e
gis(zixa) = =% (5‘% + Box + 2075 + Qﬂﬁk) é1

Dans les expressions précédentes, on a choisi de séparer les moments /i, 7, & et /3 issus de variables
classiques des moments iy, 7x, 7 €t o issus de variables quantiques, d’ou les notations pour les
fonctions g;7,.(- -+ ). Plus précisément, g1%(21,x1) représente la contribution & g; 3(z1,x1) formée
d’une somme de produits entre une variable d’origine classique et I’autre d’origine quantique. Ces
termes représentent I’interaction entre un dipdle classique da a I’effet des parois, et un dipdle quan-
tique dd aux fluctuations. En effet, la force est obtenue par intégration sur les g; % (- - - ) avec comme
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poids la fonction de corrélation tronquée de charge, et par conséquent on obtient des moments de den-
sité de charge, c’est-a-dire des multipdles. On a bien entendu lims .o g7} (---) = 0, ce qui permet
d’obtenir les expressions établies dans la section 3.2.3.

4.2.4 Calcul de la force par unité de surface en puissances de d—*

Connaissant les g1 1 (z1,x1), k = 0, ...,3, la procédure de calcul de la force aux ordres d—* est
bien définie grace a (4.65). Ainsi

fio = 0 (4.69)
fina /dZ1 /dX1 o1(z1,x1)91,1(21,X1)

—w/dzl /dX1 e1(z1,x1)

_— (4.70)

La nullité de la derniére relation est la conséquence de I’électroneutralité, toujours valable dans le cas
semi-classique.

f1,2 /dzl /dX1 Y1 21,x1)g1 2(21,X1

= /d21 /dX1 e1(z1,x1) 97 2(21) /dZ1 /dX1 ©1(21,x1)97 2(x1) (4.71)

—<P1(Zl)

Il ne faut pas confondre ¢1(z1) = [dxi ¢1(z1,x1) avec I’expression classique ¢5(z1). En ef-
fet, il y a égalité seulement dans la limite # — 0. Remarquons que la régle d’électroneutralité
Jod4a, [32d%T, C5 (qay; Ya, ¢ [d,]) = O est toujours valable pour une fonction de corrélation tron-
quée de charge semi-classique. Néanmoins, il est nécessaire d’utiliser la régle d’électroneutralité plus
générale suivante (voir I’annexe A.16 pour la démonstration)

S
/dqal /2d25a / D [ga()] Z eaaptsm.i.a’a;T(qal7)‘Oéa€a;ya17)‘0/aXa : |aa|) =0. (472)
Q R Aa

aq,=1

Cette derniére relation mérite quelques commentaires, présentés a la fin de I’annexe A.16. En utilisant
(4.72), on obtient

™ . _ _
fo = Tpe / Agr Ao gy dy, / d?q,d%q,
Q4 R2X2
C{%l (Qa1;ya1 : |(_la|) C’%l (qb1;yb1 : |(_lb|) (qal + db, + Ya, + ybl)

+50e:  dandandvodon, | 5,075, [ a5 [ DIEOIDIEOID K OIDbC)

S S

Z Z Ca,Cal, €ay,Co pzia'a:l;T (qau)‘oéaga(');yau)‘oé’aXa(') : |qa|)

ag=1ap=1

o=l op=1 Piivonr (@120 €5 ()i U A X () = [a])
()\a/ €., () + A 5b1 (.)) (4.73)

Le premier terme de f; o est nul car en appliquant |’opérateur Z 1€ar, D [€(-)] sur (4.72) on
retrouve la méme relation d’électroneutralité que celle utilisée dans le ca cas cla55|que valable cette fois
pour une fonction de corrélation tronquée de charge semi-classique. Ainsi, les mémes mécanismes
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que ceux expliqués lors du traitement classique entrainent la nullité de ce terme. Par conséquent

1 S
fra= 30 [ dandydun, [ @5 [ as [ DIEOIDROIDBGO] X e dosta, ()

[—
al =1

S
[t [ ] DIEOT Y courtiur (am Ao € A a0 )

ag=1

(4£2)0 : électroneutralité

S
Z eahea;’p?y‘;'ag;T (Qb17>‘ah€b(');ybl)‘a;’Xb(') : |ab|)

ap=1
a;:l

1 S
#5081 [ dundudn, [ 5, [ as [ DIEOIDGOIDRO) Y g,

ap=1

S

Z e&ae&ﬁ,pz:ag;T (an)‘aaSa(');yan)‘aﬁlXa(') : |(_1a|)
ag=1
aé:l

S

/dqbl/ d2(_lb/ D [Sb()] Z eD‘hPZ:&;};T(qb17>\ah€b(.);ybl’Aagxb(.) : |(_1b|)

Q R2 Ag ap=1

(220 electroneutralité
= 0. (4.74)

Le calcul de f; 3 donne

fi,3 /d2’1 /dX1 w1 (#1,X1)91,3(#1,X1)

= /dzl /dX1 901(217X1)9i03(21)+/d21 /dX1 p1(21,x1)975(x1)

=75, - fa,
+/d21 /dX1 @1(21,x1)91%(21,x1) 5 (4.75)
=fih

avec

13 /d21 915 (21) /dX1 ©1(21,X1)

—B [dz1 95%(20)CF" (Gars Yar : [@ul) COF (@by5 v, < [@]) €1

m s.i. — s.i. — N
76 dzq (71(2+2+2+2)) Ya, Yo, C(T (Qal;yal : |qa|)CT (qb1;yb1 : |qb|)e1

0 0 2
= 27Tﬂ</ dqq, / dya, /2d2ya Yar CF" (Qar; Yay |ya|)> 1. (4.76)
—00 —00 R

=p
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Pour établir I’expression précédente, on utilise exactement les mémes arguments que dans le cas

classique. On a bien entendu limp,_,o P = Pclassiaue — 747#5 (voir I’annexe A.15).

1% = / dz / dx1 ¢1(21,x1)97%5 (x1)
= /dZ1/dX1 801(217)(1)% (Ai;lXaz(')Q + )\i'bsz(')Q + 2y Aag Xaz ()X (+)
+ A Xas ()2 + Ao X ()% 4 20z Aag Xas ()x05 ()
~202, X, ()2 = 202, X0, ()2 — AAay, )\%Xm(-)xh(-)) &1. (4.77)

En utilisant les mémes arguments que dans le cas classique, les termes non croisés x., (+)? et xs, (-)%,
1 =1,...,3,donnent une contribution nulle par électroneutralité, ainsi (4.77) devient par arrangement
judicieux de I’ordre des sommes et des intégrales

3 S S
13 = 7_561/ dyaldybl/ds/ Xa b()]z Z eaéAagXa”(')Z eagAagXb”(')

n=2a/ =1 ap=1

S
/qual/]RQdQGa/AD[ Z €a, paaa/ T qa17>‘aa€ () yam)‘aﬁlXa(') : |(_1a|)

(4.72)

0: électroneutralité

/del/d qb/ (€,(-) Z Cay paba T ‘Jbu A€ (+); ybu)‘oszb( |qb|)

abl

(.72 )() électroneutralité

1 S
T A
5081 [ dyudn, [ ds [ DiOID RG] S o) 3 oo )
a ap=1

al, =1

/qual/]RQdQGa/AD[ Z €a, paaa/ T qa17>‘aa€ () yam)‘aﬁlXa(') : |(_1a|)

ag=1

(4—72>O électroneutralité

/dqbl/d qb/ €5() Z Cay Piiyar (@1 Ay €6 (); Yoy Aag X () * @)

abl

4.72) ., _
= "0: électroneutralité

— 0. (4.78)

La nullité de f{'% signifie que la force résultant de I"interaction entre dipdles issus des fluctuations
quantiques est nulle. La force issue de I’interaction entre dip6les d’origine classique et quantique est
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donnée par

1y = /dz1 /dXNPl(Zl,Xl)gf?g(ZhXﬂ

—%él /dz1 /dX1 ©1(21,x1) ((qa2 — @b>) (Mo, Xas () 4 e X ()

+((]0«3 - qbz) (AQQXCB () + Aagng(')))
*gé1 /d21 /dX1 o1(z1,x1) ((ym + 96, ) (Aaz Xas (1) + Aagxbl('))

+(qar + @5,) (Ao, Xar () + Aar X (')))
. (4.79)

En effet, la symétrie du probléme dans le plan transverse entraine la nullité du premier terme lors de
I’intégration sur les premiers moments transverses qu.,, go,, Gas, Gbs- L€ Second terme est aussi nul
car il est possible de mettre en évidence les variables y,,, Y, Gass b1y Xay» Xb, POUr permettre, de
la méme facon que lors du calcul de f{{%, d’utiliser la relation d’électroneutralité (4.72). La nullité
de fffg nous enseigne que la force résultant de I’interaction entre un dipdle classique et quantique est
nulle. En guise de résumé, nous avons montré que

1 1 ce c 1 . 2rB._5.
f(d)op) = @fl,:s = @( TS+ A%+ fi% ) =@l = ?7’ er. (4.80)
-0 =0

Selon le méme mécanisme que celui exposé pour le cas classique, la contribution dégagée a I’ordre
linéaire dans le potentiel d’interaction U (F,,F;) est la contribution dominante dans le régime asymp-
totique d — oo pour tout ordre en U (F),,F;). La preuve de f(d)o(sx) = O (grz) est similaire a
celle du cas classique, en utilisant I’expression semi-classique de C(qq.,q,) donnée dans I’annexe
A.14. Ainsi

27Tﬂ 0 0 _ . _
f(d) = F </ anl / dya1 /]R?d2ya yalcT ’ (Qal;ym : |ya|))

avec C5" (qa,; Ya, © |¥,]) 12 fonction de corrélation tronquée de charge semi-classique.

2

dt

é1+0<1>, (4.81)

425 Discussion

Etant donné que limy .o C5 (---) = Caelassiaue (. "alors dans cette limite la régle de
somme classique donnant la valeur du moment dipolaire P est valable, et on retrouve bien la force
classique limp_.o f(d) = éﬂ—lﬁd—lg + O (1) obtenue dans la section 3.2.4.

Nous avons éludé la discussion d’un nouveau probléme de convergence conséquent aux fluc-
tuations quantiques. En effet, il est bien connu que ces derniéres détruisent I’écran exponentiel, de
sorte que les corrélations décroissent algébriquement en |x|~%, avec |x| une distance relative. Ainsi,
©1(z1,x1) ne décroit plus aussi rapidement que dans le cas classique, et par conséquent il n’est plus
aussi facile de conclure sur la finitude des moments supérieurs.

Le résultat non trivial est que ni les dipdles d’origine purement quantique ni I’interaction d’un
dipole classique avec un dipdle quantique ne contribuent & la force. On peut schématiser ce résultat
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par le développement multipolaire microscopique suivant.

Na No

61
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Chapitre5

Conclusion

5.1 Résultats obtenus

Le résultat principal du travail, est d’avoir trouvé, par une approche microscopique, une expres-
sion de la force par unité de surface entre deux demi-espaces plans remplis d’un conducteur parfait,
dans le régime des hautes températures, sans rayonnement ni conditions de bord particulieres (parois
isolantes), et ceci aussi bien selon une approche microscopique classique que semi-classique (c’est-
a-dire en utilisant la mécanique statistique quantique sans contrainte bosonique ou fermionique). Soit
C5" (qay 3 Ya, ¢ [¥,]) 12 fonction de corrélation tronquée de charge semi-classique du demi-espace
plan A, sans influence, alors le développement asymptotique d — oo de la force f(d) est donné par

273 0 0 _ i .
fld) = B (/ dga, / dya, / Y, Yar CF" (dar Yay - |Ya|>>
—o0 —o0 R2

Dans la limite classique # — 0, on obtient

2

é1+0 <%) . (5.1)

: 111 1
: —_ classique _ — A
}Llj}})f(d) f(d) SAd e +0 <_d4> . (5.2)
Ce dernier résultat est & considérer comme une extension au niveau microscopique pour des parois

isolantes de I’expression bien connue de la force entre deux conducteurs parfaits énoncée pour la
premiére fois en 1956 par E.M. Lifshitz f(d) = %%d—ﬂ + O (), avec ((3) = 1.202. .. lavaleur
de la fonction zeta de Riemann (voir [Li]). Cette relation, maintes fois établie dans la littérature, est
valable pour des parois ayant les propriétés d’un conducteur parfait (conditions de bord de Dirichlet)
ou d’un diélectrique idéal, alors que nous établissons I’absence du facteur ¢(3) pour des parois iso-
lantes et une approche microscopique. Nous avons aussi montré que la force f,(d) entre deux plaques

d’épaisseur a est, dans la limite a — oo, 4 fois supérieure a celle de deux demi-espaces plans.

Pour établir (5.1) et (5.2), il a fallu donner une expression des fonctions de corrélation de charge
a deux points classique et semi-classique a un ordre quelconque dans le potentiel d’interaction U.
Pour le cas classique, nous avons prouvé explicitement que le terme dominant de la force est en
d—3, la démarche étant similaire pour le cas semi-classique. De fagon annexe, nous avons établi
I’expression de la fonction de corrélation tronquée de charge & deux points pour tout ordre dans le
potentiel d’interaction U (rq,r).

5.2 Perspectives

Si ce travail apporte un résultat intéressant et nouveau, il souléve néanmoins plusieurs autres
questions, que nous classons par ordre d’intérét et de priorité relative au travail accompli.

1. Pour totalement valider et rendre crédible notre résultat, il est nécessaire d’investir plus de
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temps pour étudier la littérature établissant I’expression avec le facteur ¢(3), et les différents
systémes étudiés. 1l serait instructif de trouver I’explication du mécanisme physique qui en-
gendre ce facteur numérique, lorsque les parois ont les propriétés de conducteurs parfaits
(conditions de bord de Dirichlet) ou de diélectriques idéaux.

2. Les corrélations au sein d’un gaz de Coulomb semi-classique ou quantique décroissant algébri-
qguement, il est nécessaire de justifier le développement en puissances des petits parametres. En
effet, il n’est pas évident que tous les moments soient finis, et par conséquent que I’on obtienne
une série convergente.

3. Le formalisme développé permet aisément de généraliser notre résultat & un systéme de dimen-
sion D > 3.

4. L’expression classique de la force a pu étre obtenue grace a la connaissance d’une régle de
somme. Cependant, nous n’en connaissons pas I’équivalent pour la fonction de corrélation
tronquée de charge semi-classique. Il serait donc intéressant d’essayer de trouver cette régle de
somme, en appliquant la théorie de la réponse linéaire quantique (voir I’annexe A.12).

5. S’il n’est pas possible d’établir cette regle de somme, il est par contre envisageable de réaliser
un développement semi-classique des fonctions de densité de particules tronquées pr (- --) en
puissances de % de la forme pr(---) = > .50 h’“péfv) (+-+). Un tel développement nécessite la
régularisation du potentiel de Coulomb a I’origine.

6. La physique des surfaces et interfaces est complexe, et ne saurait étre reproduite fidélement par
notre paroi isolante singuliere. Comme discuté dans I’image 2.2 a la page 13, on peut envisager
de confiner les particules a I’aide d’un potentiel doux phénoménologique, dont I’expression
serait donné par I’expérience ou une théorie adéquate.

7. Soit P(a) = ffadql fi)adyl Jz2@®¥ y1 C5li(qus 1 : [3]) le moment dipolaire de charge
d’une plaque, alors si le systeme considéré est formé de deux plaques planes d’épaisseur a, on
suppose que les limites a — oo et d — oo ne commutent pas, c’est-a-dire lim, .., P(a) =
2P = —ﬁ. Néanmoins, la preuve n’a pas été réalisée de facon tout a fait rigoureuse (voir la
page 32).

8. Finalement, nous n’avons pas étudié le plasma quantique. Grace au formalisme dit des boucles,
il est possible d’étudier I’effet des statistiques quantiques selon une démarche similaire a celle
des cas semi-classique et classique. Néanmoins, les développements formels sont légerement
plus compliqués car la fonction de corrélation a deux boucles est formée de deux termes. Le
premier tient compte de deux points appartenant a des boucles différentes, et le second de deux
points d’une méme boucle. Il est intéressant de connaitre I’effet des statistiques quantiques
sur la force, dans le régime d — oo. De plus, pour un tel plasma quantique, nous savons
qu’il existe un régime de températures pour lequel il y a formation de matiere, de molécules.
Par conséquent, la force entre de telles molécules est de type Van der Waals, donc la force
résultante est en d—3.
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Annexe A

Appendices

A.1 Aspects de I’écran dans les systemes semi-infinis

On présente une phénoméne non trivial relatif & I’écran dans des systémes semi-infinis. La discus-
sion subtile intervient dans le cas du systeme infini selon &;, ce qui est la situation qui nous occupe
(voir I’hypothése 6). Il est clair que si I’interaction U (r,,ry) entre A, et A, est nulle, (A.1) sera nul.
Néanmoins, I’existence d’interactions dans le systéme infini rend la physique plus complexe.

Sans interaction U = 0: /d“qa/ddqb dw C(qa)C(qp)e U +U ) — (A.1)
Avec interaction U # 0: /d“qa/dl‘3 @ = [ dw C(qq)C(qp)e AU TUIm)) g =BUare) oL )

En effet, les expressions ci-dessus montrent que le poids statistique en présence d’interaction differe,
donc que I’intégration sur la fonction de corrélation en présence d’interaction doit étre différente de
zéro. Une représentation visuelle de la problématique est schématisée par la figure A.1.

Supposons avoir une charge négative prées du bord de A, alors elle subit un écran par des charges
positives, mais pas de fagon parfaitement sphérique au sein de A,. Le nuage d’écran peut étre in-
terprété comme la probabilité conditionnelle de trouver des charges positives en un point de I’es-
pace sachant qu’une charge négative est localisée en un point donné, donc il s’agit d’une fonction
de corrélation a deux points divisée par une densité. En effet, en termes purement probabilistes,
Povs o, (Qasab) Por, (40 ) L st la probabilité conditionnelle d’avoir une particule de charge e,, en qp
sachant qu’il y a une particule de charge e, en q,, et par conséquent fd3qb Zib:1 Eay Porgay (Aasdb) P, (Aa )~
est la charge du nuage d’écran autour de q,. Le nuage d’écran s’étend donc a Ay, le tout formant des
multipbles. L’exces de charges négatives dans A, est alors renvoyé a I’infini, "plus loin" que ne peut
aller ¢,, lors de I’intégration.

Soit CA«(£)(q,, ) la densité de charge du cube d’aréte L défini par A, = {x € R3||z;| < LVi =
13}, C%(qq,) la densité de charge de A, = {x € R?||z;| < a,x; € RVi = 2,3}, alorson a les

1
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F1G. A.1 - Ecran dans les systémes semi-infinis

Le trait continu en gras représente la charge totale du systéme réduit unidimensionnel, a distance g4, ou gy, . Le cercle en
traitillé est un exemple visuel de la portion du systeme décrite dans notre formalisme. Le nuage d’écran autour d’une charge
dans A s’étend a Ay, aussi longtemps que d < oo. Remarquons que la présence du nuage d’écran autour d’une charge donnée
est équivalent a la probabilité conditionnelle de trouver des charges positives en un certain point de I’espace sachant qu’une
charge négative est en un point donné, donc ce graphique est a interpréter en termes de fonctions de corrélation a deux points.
Pour un systéme infini dans la direction &1, I’excés de charge résultant de I’écran est envoyé a I’infini, encore plus loin que la
portion du systéme considérée en limite thermodynamique ga, — —oo et g, — +oo.

relations suivantes

0 0
/ dga; C(ga,) = / dga, lim C*(qa,)

— 00 — 00
0
# lim dgae, C* (Q(n) =0 (A2)
N
=0
/ d®*q, lim iC’A“(L)(qa) = / d3q, C(qq,) lim i
Aq(L=00) L—oo L2 Aq(L=00) L2

0
= / dqal C(qul)

— 00

1
£ [ Pa,ctBa) 0. (a3
L—oo L2 Jy, (1)

=0

Ces relations montrent a quel point il est important de bien clarifier le choix d’un développement
asymptotique d — oo en systeme fini ou infini.

A.2 Densités de charge C'(q,)C(qp) @ I’ordre quadratique

Comme décrit dans la section 3.2.1, I’idée est d’effectuer un développement asymptotique pour
d — oo. Le petit paramétre du probléeme est alors le potentiel d’interaction U (r4,7), car limg—co U(ra,rp) =
0. En effet, les particules décrites par r, sont contraintes a rester dans A, qui est indépendant de d,
alors que les particules décrites par r;, sont confinées dans A; qui dépend de d, et donc limg—,« |ga —
as| = oo, ce qui entraine la nullité du potentiel d’interaction dans cette méme limite. 1l apparait alors
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naturel de développer e #U(am) = 1 — BU (14,13,) + %QU(ra,rb)2 + O(U(ra,mp)?), et d’expri-
mer les fonctions de corrélation du systéme en interaction en termes des fonctions de corrélation des

systemes A, et A, sans interaction, sur lesquelles on connait des régles de somme.

La démarche exposée ici va permettre, dans I’annexe A.5, d’établir une expression des fonctions
de corrélation tronquées & un ordre quelconque dans le potentiel d’interaction U (r,,r5). Néanmoins,
une démarche légerement différente, présentée dans I’annexe A.6, réalise un regroupement différent
de certains termes, permettant d’établir I’expression des corrélations C'(q.,qs) & un ordre quelconque
en U(rq,ms), Ce qui est la clef de la généralisation de la section 3.4 des résultats de I’ordre linéaire &
un ordre quelconque.

Nous reprenons les notations exposées au début du chapitre 3.

1 N
Clqa) = @ dw C(qa)efﬁ(U(m)JrU(rb))efﬁU(m,rb)

Jaw C(gq)e= PO+ ) (1 — BU (ra,rs) + %2(](7"0,77"(7)2) 3
B : +0(5%)
Jdw e=BW ) +U () (1 — BU(rasr) + %U(Taﬂ“b)Q)

1 fdw CA1((1¢z)eiﬁ(U(Ta)+U(rh)) (1 - ﬂU(Taﬂ"b) + %U(Ta;rb)Q)

— 3
- Q. Qa 1 Jdw e BWUra)+UT)) U, ry) B2 [dwe AU HUCIU (1, 1) + O(ﬁ )
ahe1-0 Qaq Qny T3 QrgQay
On utilise
-1 TL—I o
(1+x)a:1+ax+Mx2+...+wz"+O(x"H) aceR (A4

2! n!

pour collecter les termes en puissances de /3, et obtenir

Clda) = Ca,(qa)
i oAU +U() ((q,) + e, (qa)fdw e~ BUCHUED [ (1 14)
Qr,Qn, Qr,Qn,
+5_2 [dw e AUV D)) C(qo ) U (74,73)?
2 Qr,Qn,
2fdwe—ﬁ(U(T‘aHU(’“b))C‘(qa)U(ra,m,) fdwe—ﬁ(U(’“a)JrU("b))U(ra,m,)
= Qr,Qn, Qr,Qa,
Py w [dew e=BUE+HUE T (g )2
2 Qr,Qn,
LACn, (au) (fd“’e_ﬁ(U(T”HU(””U“"“’”))2 +0(8). (A5)
Qr,Qn,

L idée est & présent d’exprimer U (r,r) en fonction de I’observable de densité de charge C(q).

Ulram) = /A Py, /A Py Cy)Cyn)V (ya — v3) (A6)
N

é(qa) = Zeaﬁ(}’a - I',') (A7)

A z;{l

Clap) = Z Cain0(Yb = TitN) (A.8)
=1

On remarque que (A.6) ne contient pas la soustraction du terme de self-énergie, ni le facteur 1,2,
d’habitude présent pour éviter le double comptage de I’interaction entre chaque paire de particules.
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Pour ce qui est de la self-énergie, il n’est pas nécessaire de la soustraire car y, € Ay, y» € Ay et
A, N Ay = @, donc y, est toujours différent de y;. De plus, étant donné cette contrainte de non
recouvrement entre A, et Ay, I’interaction de chaque paire de particules n’est comptée qu’une et une
seule fois, ce qui explique I’absence du facteur 1/2. En remplagant (A.6) dans (A.5), et en utilisant
la notation condensée présentée a la fin de la section 3.1, les expression finales de C(q,) et C(qp)

sont les suivantes.

C(da)

= (da)
+8((a) (v () = (¥)(@a:¥0))
+%2 ((ybazb)(qaa}’aaza) - (Qa)(}’aaza)(}’b,zb)

—2(ya)(yp)(2b)(dasZa) + 2(qa)(ya)(yb)(za>(Zb>)
+0(6%)

Clay) =

(q)
+5((Qb)(ya)(}’b) - (ya)(Qbe))
+& ((yavza)(qbvybazb> — (@) (YasZa) (¥,20)

= 2(3a) (v0) (20) (20) + 2(ets) () (30) (2) () )
+0(5%)

A.3 Fonction de corrélation C'(q,,q) @ I’ordre quadratique

Par définition

1 N U B
C(da,qp) = 6 /dw C(qa)C(qb)e_ﬁ(U(”HU(’b))e BU(ra;me)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

En procédant selon la méme démarche que celle de I’annexe A.2, on obtient aprés quelques calculs
I’expression de C(q,,qs) dans la notation présentée a la fin de la section 3.1.

C(Qaa‘]b) =

(au) (@)
+8((0)(@) (va) (¥2) — (ca¥a)(@vs) )
+& ((Qa7Ya7Za)(qb7y1);Zb) — (qa) (@) (Ya:2a) (y5,25)

— 2(2a)(2)(da,Ya) (Ab,Y6) + 2<qa)(qb)<ya)<yb><za)<zb>)
+0(3%)

1. Le lecteur peut facilement s’en convaincre par un dessin.

(A.12)
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A.4 Fonction de corrélation tronquée Cr(qq; qp) @ I’ordre qua-

dratique

Avec les équations (A.9) et (A.10), en collectant les termes d’ordre inférieur a 33, on obtient
I’expression de C(q,)C(qp) dans la notation présentée a la fin de la section 3.1.

Claa)C(ap) = (da)(ap)

+B(2(0u) (@) (¥0) (%) — (@) (¥a) (@6.3) = (@) (¥) (€a¥a) )

+2 () (Y20 (@0, 35.2) + (00 (¥.2) (e Yo 20)
—2(qa) () (Ya2a) (Yo,20) + 2(¥5)(2a)(da,Ya) (db,20) (A13)
— 4(qa)(Ya)(Za)(2z0) (ab,ys) — 4(ab) (Y5)(2a)(2)(dasYa)

+ 6(c10) (@) (va) (v5) () (1))
+0(5°)

(A.12) et (A.13) permettent d’obtenir Cr(qq; as) = C(da,as) — C(da)C(ap)-

Cr(da;ay) = —B(da;Ya)T(Ab;Ys)T
2

+% ((Qa7Ya7Za)(Qb7YbaZb) - (qa)(YaaZa)(Qb;Yb7Zb)

— (@) (¥5,26)(AaYar2Za) + (o) (D) (YarZa) (Yo, 20)
- Q(Za)(zb)(qaaYa)(QbaYb) - 2(Yb)(za)(qaaYa)(q1nzb)
+4(da) (Ya)(Za)(26) (b,¥5) + 4(ab) (¥)(2a) (26) (AasYa)

— 4(a0) (@) (va) (v3) () (1))
+0(8%) (A.14)

Néanmoins, on désire obtenir une expression totalement symétrique dans les variables y et z, ce qui
n’est pas le cas de la relation (A.14). On vérifie alors les relations qui suivent.

—2(24)(26)(da>Ya)(Ab,Y0) = —(2a)(26)(dasYa) (Ab,Y0) — (Za)(Zb) (AasYa) (Ab5YD) (A.15)

=(¥a)(¥5)(da>za)(ab,25)

4(da)(Ya)(Za)(26) (Ab,¥b) = 2(da) (Ya) (Za)(Z6) (Ab,¥b) + 2 (Aa)(Ya)(Za) (26) (ab,ys)  (A.16)

=(qa)(Ya) (¥5)(2a)(ab,2b)

4(ap) (¥5)(Za) (26)(da-Ya) = 2(a0) (¥b) (20 ) (25) (dasYa) + 2 (A0) (¥0)(2a)(25) (dasya)  (AL7)

=(a)(¥a) (y)(26) (da+2a)
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En insérant (A.15), (A.16) et (A.17) dans (A.14), on obtient finalement I’expression symétrique de
Cr(qa; qp)-

Cr(da;as) = —B(da;ya)r (A3 ¥0)T
“F%Z((QaQYa;Za)T(CIMYIMZb)T
— (da; Ya) 7 (ab; Y) 7 (2a) (2)
= (403 Ya) 7 (Qb; Z)7(20) (1) (A.18)

— (a3 2a) 7 (A Y0) 7 (Ya) (20)

— (da: za) 7 (ap; Zb)T(Ya)(y})))
+0(6°)

On Vérifie bien que dés que I’on éloigne a I’infini n’importe quelle particule q,, qs, ¥4, ¥, Z 0OU fina-
lement z;, alors la fonction de corrélation (A.18) tend bien vers zéro de fagon a assurer I’intégrabilité
de la force par unité de surface (2.45).

. A.18 . A.18

lim Cr(aa;as) 27 lim Cr(gaian) 2 0 (A.19)
|qa|—00 lqp|—o0

, (a18) 3% .
lyhlrilogT(Qa; @) = 5|yh‘rgoo(ya)(qa; za)T((qa; Qv:z0)7 — (b3 Y)7(26) — (b3 Zb)T(Yb))

a a

IemngAl0
= 0 (A.20)

Lemme A.1 Lalimite lim,, — o C(qa) est nulle dans le systeme infini.

Preuve. La nullité de la limite lim,, o C(q.) est une conséquence de I’électroneutralité du
systéme infini et de I’absence de divergences. Supposons que g,, — —oo 0U ¢, — o0, alors I’effet
des parois se fait négligeable, et I’état devient invariant par translation. Soit C' € R une constante,
pa(d.) la densité de particules de I’espéce «, alors

lim C(q.)=C (A.21)
Ga; ——00
lm _ po(q) = ol (A22)

Gaq

S S
= . li_rg C(qe) = . lim . Z eaPa(da) (4:22) Z eapgomogé”e ® 0 (A.23)
“1 o L a=1

A. A.
42 o U2, (A.24)
En effet, (x) doit étre vrai par électroneutralité, ce qui entraine que C' = 0. Un autre raisonnement
permet de trouver ce résultat plus rapidement. Supposons par I’absurde que C' # 0, alors la densité
de charge par unité de surface tend vers une constante non nulle dans la partie volumique du systeme,

ce qui mene & une divergence de la charge totale. Ainsi il faut que C' = 0, ce qui achéve la preuve. Bl

A.5 Fonction de corrélation tronquée Cr(q,.; q5) a un ordre quel-
conque
Pour trouver I’expression de Cr(qq;qp) @ un ordre quelconque dans le potentiel d’interaction

U (rq,r), ON Ne procédera pas a une preuve rigoureuse, mais plutdt a une représentation graphique et
extrapolation des résultats aux ordres supérieurs.
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F1G. A.2 — Représentation diagrammatique des corrélations tronquées

Adoptant la méme représentation que dans le formalisme des graphes des expansions diagrammatiques, on associe un cercle
blanc o a une variable sur laquelle il n’y a pas d’intégration (en I’occurrence q. et qp), tandis que les points noirs e représentent
les variables sur lesquelles il y a intégration, avec poids V (ya — y5)V (za — 2p) - . .. La ligne supérieure représente les va-
riables du systéme A, tandis que la ligne inférieure celles de A, . Des cercles reliés entre eux représentent une corrélation tron-
quée entre la variable symbolisée par le cercle blanc o et le groupement de variables représenté par I’ensemble des autres points
noirs e reliés entre eux, sur une méme ligne. Un graphe composé de la ligne supérieure et inférieure doit étre interprété comme
le produit de la fonction de corrélation tronquée de la ligne supérieure par celle de la ligne inférieure. Par exemple, la traduction
en notation condensée (notation expliquée a la fin de la section 3.1) de ce graphique est (qa; Ya,iq )T (db; Vb,00) T

Une telle représentation graphique de la corrélation tronquée C'r(q.; q») de (A.18) donne, dans
la notation présentée a la fin de la section 3.1,
Cr(de;ay) = —B(da;Ya)7(Ab;Yo)T

2

B
+5 ((qa; YasZa)T (b Y6.20) T

— (da; ¥a)7 (A3 ¥0)7(Za)(Z6) — (Aa: Ya)7(Ab; 26) 7 (2a) (Y5)

— (o3 7)1 (@03 ¥0) 7 (Va) (20) (G Za) 7 (i 20)1 (Y0) ()

+0(5%)
. Oe
-~ Yo
L8 (O—H_o—o e OCeo e Oe0e0 Qo Q)
2\ 00 000 O 6 00 OO0 o
+0(6%). (A.25)

Le préfacteur en puissances de 8 peut facilement étre trouvé a I’ordre k. En effet, le plus grand

dénominateur provient du terme du développement de Taylor Hw(,li,“’b))k ainsi ce préfacteur est
B
k!t

Proposition A.1 Soit z, = (y4,Za,---) = (xai)le, xp = (Yb,2p,...) = (qu,)f:p alors

LA Sl
. — k+1
CT(q(uCIb)— F (p')2 (qa;xalla' . )Xalp )T(Xalp+1) R (Xalj) +O (ﬁ )
= (@K X, 16, ) (50,
ma,...,m;€{1l,....5}
L1 #l2#.. #l;
mi#Emao#...FEm;

. | (A.26)
avec la notation condensée dans laquelle il y a intégration sur (Xa;)7—, €t (xp,)]_, avec un poids
3:1 V(Xai - qu,)'

La somme de (A.26) qui fait apparaitre de nombreuses contraintes, est une somme sur toutes les
partitions de {1,...,5} x {1,...,5}. Le facteur (p})2 qui apparait dans (A.26) joue un rdle dés que
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p > 1. Son origine provient du fait que, dans la somme sur p, apparaissent plusieurs termes d’origine
combinatoire différente, mais dont la valeur numérique est identique. Par exemple, pour p = 2, la
somme engendre les (2!)% = 4 termes de méme valeur numérique

(da; Xay Xas )7 (b Xb,y X0, )T + (Aai Xay Xay )7 (Ab; Xby » X0, )T
+(qa7 Xag 1 Xay )T (qb7 Xby »Xby )T + (q(u Xag 1 Xay )T (Qb, Xby 1y Xby )T
= (2')2(qa7xa1 7Xa2)T(qb;Xb1 7Xb2)T- (A27)

Comme il y a p! arrangements équivalents aussi bien pour les variables décrivant A, que pour celles
décrivant Ay, alors il y a au total (p!)? termes de méme valeur numérique, ce qui explique la présence
du facteur ﬁ.

A titre d’illustration, la relation (A.26) a I’ordre & = 3 donne les graphes suivants, déterminant
de facon univoque C'r(qq; Qp)-

B O—0—e—e
Cr(da;w)ops) = — | —

6\ O—eo—e=e
+o—o—o o+o—o—o o+o—o—o 0+ngg
Oe0 0 O 6066 OO0 66 000
+QQOQ+QQOQ+QOQQ+QOQQ
Ooe o O 66 Oeoe060 O 60 0

+M

O e & @

e 00 0000 0000 O 0 00
e 00 Ceoee Ceee 0000

Qe 00 Q000 D00 e Q0o
R E X EEREEX N XXX XX

_M) (A.28)

A.6 Fonction de corrélation C'(q,,q5) & un ordre quelconque

De méme que pour la fonction de corrélation tronquée C'r(qq; qp) de la section A.5, nous ne
démontrons pas la relation obtenue de fagon rigoureuse, mais plutét vérifions qu’elle est bien correcte
pour les premiers ordres en U (r,,r3), €t supposons qu’elle I’est encore & tous les ordres.

Proposition A.2 Soit 6 = C(qa)C(@b); A(ya,ys) = Clya)C(ys); Ho = U(ra) + U(rp); W =
U(rasms); Yair Yoi € R3Vi=1,....k; (-),; lamoyenne sur le systéme sans interaction U (r,r,) =
0. Soit C'(qq,qs) o (s+) la fonction de corrélation a I’ordre & dans le potentiel d’interaction U(ra,rs),
alors

=1

k
I6] A
C(Qavql7>(9(ﬁk): ( Kl ) Ad3Ya1 dBYak d ybl d }’kaV Yai sz H A Yaj 7ybj
j=1 s.i.,T

(A.29)

Si k = 0, alors trivialement C(qq,qs) 0(s0) = <é>si . Ch, (da)Ch, (ap).

Preuve. La démarche est trés similaire a celle exposée dans la section A.2, avec de nouvelles
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notations qui permettent un regroupement judicieux de certaines observables. Nous rappelons qu’il
ne s’agit pas d’une preuve a tous les ordres, mais uniquement d’une vérification aux ordres & < 2.

1 R
Clqa,qp) = 6 dw Oe—BHo+W)
Jdw fe=Ha (1 - gW + S W)

= +0(p3?
Jdw e~AHo (1 — AW+ %W2) 7

1 Jawde i (1w ) 0% (A30)
= + )
fdwe*ﬁHOW 32 fdwe*‘aHOW2
@, Qn, 1-5 Qo Qny 3 Qaq Qa,

On utilise la relation

0‘(04*1)332+”.+ H;Lz_ol(a_i)

51 py " + O(z" ) ,a€eR. (A3l

l1+z)*=14azx+
En insérant (A.31) dans (A.30), et en collectant les ordres en 3 on obtient aisément

C(da,qp) = <é>s_i

Wy ((w2) = (o), w2y —2(ow) (w)_ +2(0) (w)")
+0(3°). (A32)
Soit
W = /AdBYa//\d3Ybé(Ya)é(Yb)V(Ya_Yb)
= /AdBya/A Byy A(ya,yo)V (Y — ¥) (A.33)
w? = /Ad“ya/Abddyb Ad“za/ P2, C(ya)C(y)C(2a)C(25)V (Ya — ¥5)V (20 — 2)

dgya/ d3Yb/ dSZa/ By A(Yarys)A(2a,20)V (Yo — y5)V (20 — 21).  (A34)
A Ay Ay

L’insertion de (A.33) et (A.34) dans (A.32) permet d’établir

Clasa) = (9)

_ﬁ/ *ya / &yy V(ya = o) (<é
Aq Ay
:<é;A(ymyb)>dAiqT

2
+%/ d?’ya/dgyb/d3za/d3sz(ya—yb)V(za—zb)
A Ay Ay

((bAvevA@am)) - (0) (Aay)A@am))
~{040ar), (Aam) | —(Peam)) | (Abar),
#2(0),, (Ave))  (Ae) )

O(B?). (A.35)
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Or, I’expression d’une fonction de corrélation tronquée a 3 points {1,2,3} est
Cr(1;2;3) =C(1,2,3) — C(1)C(2,3) — C(2)C(1,3) — C(3)C(1,2) + 2C(1)C(2)C(3), (A.36)

ce qui permet de simplifier (A.35), pour finalement obtenir

C(da-ap) = <>
—ﬁ/d3 / o V(y b)<é;A(Ya7Yb)>s_i.’

2 A A~ A
g fatvafa dyb/ddza/ P V(yayo)V (2o —m) (0 Alyayo): Alam))

T

+O(). (A.37)
On voit bien que (A.37) reproduit les termes & = 0, ...,2 de la relation générale (A.29). Nous sup-
posons qu’il en est de méme pour les ordres k& > 3. ]

A.6.1 Equivalence des notations des sections A.6 et A.3

I est évident que I’expression (A.12) de C(qq,qs) trouvée dans la section A.3 doit étre égale
a celle (A.29) pour I’ordre k£ = 2 trouvée dans la section A.6. Néanmoins, cette égalité n’est ac-
tuellement qu’implicite, a cause des différentes notations adoptées. Nous désirons montrer 1’égalité

explicite.
Preuve. Pour montrer I’égalité, nous partons de (A.12) pour aboutir & (A.29) avec k = 2.
A12 2
Clavao) 2 ((@uyama) @y m) — (@)(@)vem) )
— 2(2a)(26)(da:ya) (6:¥6) + 2(da) (b)) (Ya) (y5) (2 )(Zb))
2
= 7 / d3y, / d*y, / d’z, / Pz V(ya — yu)V(2za — 2)
Ab Ab
(CAa (Qa WYa )Z(L)CAb (qbvybazb)
— Ca, (da)Ch, (a5)CA, (Ya:Za)Cr, (Yb,28)
— Cp,(24)Ch, (26)Ca, (da,Ya)Cr, (ab,Yb)
= COa, (Ya)C, (¥6)CA, (darZa)Cr, (ab,26)
+ 208, (60) Oy (@) O, (¥0) Oy (0O, (2)Cn, () (A38)
En insérant
1 A A N
Ch, (Qa:YarZa) = O /dwa e 0 C(qa)Clya)C(2a) (A.39)
Ch, (ab,yb,26) = dwy, e 0 C(qp)C(y3) C(2s) (A.40)
1 A N
Ch, (da,ya) = O dw, e P C(qe)C(ya) (A.41)
1 BHo Ay A
Ch, (ab,ys) = O dwp e 70 C(aqp)C(yp) (A.42)
1
Ch,(qa) = /dw e P C(q,) (A.43)
Qn,
1 R
Chy(ap) = /dwb e PHoC (qu) (A.44)
Qn,
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dans (A.38), on obtient

B2 [
C(qcn(h))@(ﬁz) = 7 dd)’a ddyb
Aa Ay A

Soit
0 = C(a.)C(ap) (A.46)
x‘:l(ya,yb) :( a)?( ¥b) (A.47)
A(2a,2) = C(24)C (), (A.48)

alors en insérant ces derniéres expressions dans (A.45), on vérifie aisément que 1’on obtient exacte-
ment les terme d’ordre 32 de (A.35), qui est le cas particulier k£ = 2 de (A.29). |

A.7 Meéthode de dérivation fonctionnelle pour le traitement asymp-
totique des corrélations de charge

La méthode présentée dans cet appendice est équivalente au développement en perturbations du
potentiel d’interaction U (r,,rp) utilisé dans notre travail pour obtenir les expressions de C(qq,qs),
Cr(da;gp) et C(q,.)C(qp). La méthode de perturbation utilisée est plus directe et intuitive. Néan-
moins, on trouve parfois dans la littérature des approches similaires a celle que nous présentons dans
cet appendice. Soit (-), , la moyenne statistique prise sur le systéme sans interaction U (r4,r) = 0,
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alors
Cr(da; db) = C(daap) — C(da)C(ap)
_ 1 / o= BUr)+U(rs)) o= BU (ra,r)
Q
-3 / o~ BUr)+U(r)) fﬁUm,rb% /dw@(qb)efﬁwm)w(rb))efﬁUm,rb)

<é<qa>é<qb>e—ﬂv<v-w-b>> (Gae o)

3k ;. N
EO (e Cau )

<@(qb)e—ﬁumm>
s.i. s.i. s.i.

I
gk

k=0
_ Z m'm <é q.)U (Taﬂ“b)”n>s‘i.i (_ﬁ)” <é(qb) (ram) >S'i

CT(qa;CIb)bi

+ Z ! <<C qa)é(Qb)U(T“’rb)k>s.i.

_E:(<cqa (rams)')  {Cla)U(ram)*)

+(Cla)Uram)" )

s.i.

. <C’(qb)U(ra,rb)l>s i )) . (A49)
Nous désirons a présent montrer rigoureusement, dans le cadre de notre formalisme, que Cr(qq; Qp)s.i. =
0. En fait, ce dernier résultat est une trivialité physique dans le sens suivant. Etant donné que C'7(qa; g )s.i.
est une moyenne prise sur I’ensemble statistique sans interaction, alors les systemes A, et A, ne se
"voient" pas dans le sens ou ils n’interagissent pas entre eux. Ainsi, il n’existe aucune corrélation
entre A, et A, ce qui entraine la nullité de Cr(qq; ap)s.i.- La preuve rigoureuse de cette évidence
physique va nous permettre d’obtenir une relation pour la fonction de partition @, relation qui sera
utile par la suite. On définit

Q= [dwe P = /dwe_BHl‘ (A.50)
$(r;)=0Y;
=H+Y ea,¢(r)). (A51)

Gréce a cette nouvelle définition, il est possible d’obtenir une relation pour C'(q,) (voir (A.52)) et
Cr(qq; qp) (voir (A.53)) par dérivation fonctionnelle de In(Q).

L9 _ 11 B’ (_ ,
BMMJMQLO ER-F At Mm¢0
5p(r) 6p(rjtn)
_ d BH' o J N J
Q/we <jzle i 36(aa) Jr;e it 56(qa) )
——— ——— 7 ¢=0

=6(qa—rj) —g(Qa_rj+N)
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L’égalité 6(q, — rj+n) = 0 découle du fait que g € Ag, rjin € Ap, et A, N Ay = 2.

1 6 1 N
—= 1 = = [dwe 0, 0(rj — qq
3 5a(a.) n(Q)L_O 0 we ;6 ;0(r; —qa) o
S N
=) Can Y Oana,0(r; — qa)
ag=1 j=1
=p(da)
C(qa)
= é dwe PHC(qq)
— C(qu) (A52)
1 4 5 1 65 1 .
— = = — [dwe PH C a‘
52 56(da) 06(ar) Fastarq J@e ]
_ 11/ 69 ) o Cla Yo—Blulra)+ue) o~ Bu(rairy)
B 2<5¢(Qb) /w (u)e ° ¢=0
1 L 5 2N
— [dwe PH C(qy) —— a, O(r;
+Q/we (q )5¢(Qb)j;e qu(r]) $=0
=C(ap)
— (Clanblan) - (Clan) g [ave s 52 5oy
¢ ’ Y1 Q dp(ap) =1 G $=0
=C(ap)

= {ClanC(@)) - (Cla)) (Cla))
= Cr(da; ) (A-33)

Nous cherchons a présent une expression pour la fonction de partition ) qui mette en évidence les
termes correspondant a I’absence d’interaction U (r,,,r) = 0. Ceci va permettre d’éliminer les termes
qui engendrent le terme nul Cr(qa; 9p )s.i.-

Q = / dwe P’
$=0

— [dwe PUCO+HUE)+EIE ea;b(r5))  (=BU(ra,m)
N—_———— _

— k
=2 EOCU(ra,m)*

_ /dw AU )TE Y, ca; 0(e7) ‘

$=0

=Qn, Qa, : pas d’interaction a I"ordre le plus bas

+ (Zc—ﬂ')k /dw o BU)HU )+ 52, ea; ¢<”’)U(Taﬂ“b)k'
k=1 ' -

o (—6)k oN
= Qa,Qn, |¢:0 + E T /dw e*fB(U(m)JrU(rb)Jij:l €a; Cf)(rj))U(rmrb)k‘ (A.54)
k=1 : »=0

Gréce a la linéarité de I’opération de dérivation fonctionnelle, on obtient C'7(qq; qp)s.i. @ partir de
Qa,Q4,- Bien qu’il soit physiquement évident que Cr(qq; dp)s.i. = 0, Nous pouvons a présent le
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vérifier explicitement pour nous assurer de la cohérence de notre formalisme. Soit C, (q,) la den-
sité de charge du systeme A, sans interaction avec A, c’est-a-dire lorsque le potentiel d’interaction
U(rq,ry) est nul, alors

) o

(In(Qa,) +In(Qa,) )¢:0

Crlans s = 5255 a,) 3ofan)
) 1 0 1 0 )
Sl (b)) L (1)
5&’(%)( B¢ (da) Q) $=0 B éd(da) Bo(an) Q) $=0
=Chry(qa) =Chp,(ab)
1 4 1 ( ) N
_ 1 — [dw, o B Ura)+X 1, ea; o(r)) €0, 0(r; — qa
ﬁéqﬁ(qb)QAa/ ; 07 = )|,
1 0 1 / —BUE)+E N, ea, no(rjin)) -
—— dwp e PITEg=1 g N PN €a; nO(TjtN —
ﬁ&z)(qa) Qx, ’ jz::l " ( T qb) $=0
N
1 _ N . 3¢(r;)
=—Ch,(dq —/dwae AU+E T eay6(r7) Ca; ; ‘
)QAa jz:; do(ap) $=0
——
=6(r;—aqv)
=0
N N
1 . N )
—I——/dwae_ﬁ(U(’“HZJ:l C“Jd)(rj))z:eajé(rj —qa)zem O(r:) ‘
QA = im1 d(ap) $=0
——
its(ri*%)
1 N Z 3¢ (rj4n)
—Cpy(ap) = dwbe_B(U(’“b)+2j:16“1+N¢(”1+N))ZeaHN R ‘
QAb j=1 6¢(qa) ¢»=0
———
ig(rj+N—Qa)

+

1 —BU@) 4+ X $(r; ))ZN ZN dp(ritn)
/dwbe b j=1€ejy N PTi+N eaj+N5(rj+N7qb) eai+N7 ‘
QAb j=1 i=1 6¢(qa) ¢»=0
———
ig(ri+N—qa)

= 0. (A.55)

On conclut de (A.55) que la force résultante entre A, et A, est nulle si le potentiel d’interaction
U (rq,r) est nul. Grace a ce résultat formel, en appliquant les égalités (A.52) et (A.53) & In(Q) donné
par (A.54), on obtient une série de perturbations en puissance du potentiel d’interaction. Définissons
I, par

I, = /dw e AUC+UEDTTTE e, 000) 17 (7, ) (A.56)
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EnutilisantIn(1+2x) = Z;’il (’1;#1 27, on trouve facilement la relation cherchée donnant Cr(qq; qp)-

15 5 )"
C as = 1 b 1
T = ) haa) D<QA “ k>¢=0
1 6 5 Zk 1 - ﬁ L1
B2 0¢(an) 66(qa) ! (QAQQM <1 QA“QAb >>¢_0
1 ) 1) J J D he l
== 1 1
32 &z)(Qb) 5<Z>(qa) n(Qa, QA;,>¢ 0+ﬁ2 5¢( D) ¢( n n<1+ Or.On, ){b )
= Cr(qa,9p)s.i.
(A_05)0
_i d d S (_1)j+1 Zkoil (715!)“7c ’ A57
- B2 oo(qp) 5¢(qa)j§ J < Qn.Qn, =0 (A7)
1 i (—1)j+1 (5 5 Zk 1 | k ’
Cr(Qa; / A.58
(i) = 55 D Sar) 5ot ( Qn.Qn, ) A
En procédant de la méme facon avec C'(q,), on obtient
) = (=) )
Clay) = —= In <QAQQAI,+ I
5 56(da) ,;1 B
1 9 1 9 D he '
- - ] -2 4 Zaik=1 "kl Tk
Fooan) @O0 ™ Ggg <” Qn, @, >¢ i
= O " Ry < anan ) |, #59)
Cla) = Orfan) - LS Wb (TE G | (A60)
¢ ot B = J 6é(da) QAQQAb $=0 -

L’étape suivante consiste & introduire
Utrar) = [ @y, [ €360V va— ) (A1)
a b

dans (A.58) et (A.60). Les calculs qui en découlent sont similaires a ceux réalisés par I’autre méthode,
mais plus longs car ils engendrent des formules bien plus grandes.

A.8 Lemme de nullité de la force f(d)

Ce lemme est trés utile car il permet d’ajouter des termes de contribution nulle & f(d), permettant
dans certains cas de simplifier I’expression de f(d).
Lemme A.2 Soit une symétrie de translation dans le plan engendré par é, et &3, soit C(q,) =

C(gar), C(av) = Clqn, ), F(da — @) = g5 €1, alors

lim —/ d3Cla/Ad3CIb —)Ch, (da) f(gp,) =0 Vf(g,) (A62)

L—oo L2

Jim g5 [ @ [ o Bl - @)t @) =0 Vo). (A8
b
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Preuve. Ondémontre uniquement la relation (A.62), la preuve de (A.63) étant identique a un simple
changement de notation prés.

/d3qa/qubF(qa_qb)CAa(qa)f(qbl)
Aq Ay

0 o)
. . 1 _ _
= lim [ dge, Cr,(qa,) / dgp, f(qp,) lim — / d*q, / d*q, F(qo — av)
0o d L—oco L L2 L2

L—oo | _

([ :dqal Cxtao) ([ s(a)) &

=0: électroneutralité

=0 (A.64)

lemme 2.2 ~
=""2me;

A.9 Développement asymptotique d — oo a I’ordre linéaire en
U(rq,rp)

Nous désirons réaliser un développement asymptotique d — oo de g1 (d,z1) en fonction des petits
paramétres (3.33) et (3.34), de la forme g1(d,z1) = > poy %gl,k(zl). Dans cette annexe, certains
passages intermédiaires sont présentés, de sorte que lors des calculs aux ordres supérieurs, on se
référera a cette annexe pour la démarche de calcul.

91(d,z1) (3:387 4y, o 3/2 2 | [2)1/2 €
R2 —d)2 a —a v |2 ((yal +yb17d) +|ya| )
(qa1 +qb, ) +|qa qb+ya|
-1 1 R

= [ d%, H - €1

R2 2 — — — 12 5/2 2 ? 2 1/2

(@ 4o~ +@-a+7.7) " (0-12+(%[)

_ 1 9 u—l 1 ~
= ES R(i Yo N 1/261 (A65)

2 2\3/2 2
(=02 (o 2 (5 25 ) (102 (B4 ()

Soit | J| le jacobien du changement de variables

T = y(’f
y =2 (A.66)
|J| = d?1,

alors I’expression de g1 (d,z1) se réduit a

1 -1
gl(d,zl)za/Rdx/Rdy\/( ¢
1+

x2+y2+u272u+a2+52+2a:£+25y)3\/1 +a?+y?+v2 -2
(A.67)

Nous utilisons (A.31) pour établir que?

v 1 V2 1 V2
\/1+x2+y2+u2—21/: Vi1+z24+y2 |1 + —5(

a2 4y? 2142242 1422 +y2)2
1
wo(2) s

2. L’idée pour ce calcul est d’écrire v/a + b = \/E\/l + g, puis de développer la seconde racine.
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\/(1+x2+y2+u2*2u+a2+62+2ax+26y)3

+B8y 3 (aw+By?)?
= +a2+92)° (1-3—L i °
(L4 +y%) ( 1+x2+y2+ 1+x2+y2+2(1+x2+y2)2
3 2450 ox + By 3. @ L3 I
21422 +92 M(1+x2+y2)2 21422 +y2 21422+ y?)?
1
+O($). (A.69)

En insérant (A.68) et (A.69) dans (A.67), puis en appliquant a nouveau (A.31), on obtient finalement
les coefficients du développement de g; (d,z1) en puissances de d 1.

g10(z1) =0 (A.70)
-1
z1) = [dz/dy ————é
g1a() /]R /]Ry(1+x2+y2)2 !
= —mé (A.71)
1 _ 3i+7v ar+ By \ .
= [dz/d — 3
91,2(21) /RIC/R?J(1+:E2+y2)2 <N 1+x2+y2+ 11221 42 €
= G (ate
) pTv)el
1 15 (az+By)? . az+f 3 a4 2
g13(z1) = /d:c/dyi2 f_(iﬁy)QJrg,(VJrQM) By 42 26 .
R R (4?4927 2 (1422 +y?) (14+a224+y2)" 214224y

— M1+x2+y2 2 1+x2+y2 2 (1+x2+y2)2

ax+fBy 12492 +2up 13172+15ﬂ2+6ﬂz7>A
. 1

g (52 n 52) _ % (i+ )% e (A72)

A.10 Interprétation de la relation d’électroneutralité

Nous désirons dégager I’interprétation physique de la relation d’électroneutralité

/dya1 /dea C5 (qay; Yar © [Fal) = 0. (A.73)
Q R2

Cette derniére relation est un cas particulier de la régle plus générale

J e (puutan:Cva), =0 (A7)

T

En effet, en appliquant I’opérateur Zizl eq, SUr cette derniére relation, et en considérant les sy-
métries de notre probléme, on retrouve la relation (A.73). La moyenne (-) est bien entendu toujours
celle du systéme de référence sans influence. Ainsi, nous allons plutdt interpréter la relation générale
(A.74). Ecrivons cette derniére comme

/AadSYa <ﬁaa (qa)5é(ya)>T = /AadSYa a%i:l eaﬁ,<ﬁaa(Qa)5/§%(ya)>T

S

= / Pya Y e%((ﬁaa(qa)ﬁa;(ya)}— (Pau(da)) <ﬁa;(ya)>)

a J—
a,=1

= 0. (A.75)
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Cette derniére relation contient la contribution des points coincidents q, = y.. Notons (-)’* la
valeur moyenne sans points coincidents, alors

/d3YaZ €al pOLa Qa)Pa (Ya)> — (P (Qa)></3a; (Ya)>+5a;,aa5(q(1_3’a) <ﬁa; (Ya)> ) =0

S
<~ / dd}’a Z €at, ( Paa (Qa)pa/ (ya)>ppc (Pora (Qa)></304, (ya)>) = —€a, (Pa, (da))
= [ B ( ?;if?qi»“” )

ppC
< /ddya Z ea/ qa pa /ddya Z Ca, po/ Ya >:7eaa- (A76)

al, =1 <pa“ qa al,=1

A présent, il est aisé, par interprétation des termes de (A.76), de donner un sens concret a la régle
d’électroneutralité (A.74).

(e (@a)pay (va))™

est la probabilité conditionnelle de trouver une particule de charge e, en

(Paa(9a))
Ya, Sachant qu’il y a une particule de charge e,,, en qq,.
. Zi/ _1€a, <p““(?;)p(gé ()),>”)> est la valeur moyenne de la charge totale en y, due a la pré-

sence d’une particule de charge e,,, en qa.

Jo &y z;j, —1Ca, <pa”(?a)p(g;§;a)> est la valeur moyenne de la charge totale du nuage

d’écranda ala présence d’une particule de charge e, en q.

Zﬁ _1 €ar {(Par, (ya)) est la valeur moyenne de la charge totale en y,, si on ne sait pas qu’il y
aune partlcule de charge e, en q,.

Jad%ya Z —_— (P, (ya)) est la valeur moyenne de la distribution de charge totale si on
ne sait pas qu‘il y a une particule de charge €o, ENQg.

Ainsi, la relation (A.76) s’interpréte comme étant la modification de charge due au nuage d’écran
engendré par la présence d’une particule de charge e,,, en q,. Etant donné I’hypothése 3 de neutralité
macroscopique du systéme A,, alors la charge e, en q, doit subir un écran total. Par conséquent,
la charge totale du nuage d’écran autour d’une particule du systeme de charge e, en q, doit étre
égale & —e,,. On peut représenter la signification physique de cette régle d’électroneutralité par un
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graphique. La zone hachurée représente I’intégrale de la densité de charge C(y.).

C(ya) C(ya)
A A
€aa
ga - - -
paa (40P va)) T =/, 83¥a X5y €at, { Par, (Ve
=[5, *Ya Zfazleag<p <ﬁuz(:a3),> > acliye - <p v )>
Clya)
A

= > (A.77)

=—€a,

La genéralisation de cette régle de somme se fait en considérant, au lieu d’une seule densité de
particules p,, (qq), plusieurs densités Pora, (da,) - - - Paa, (9a, ), ce qui donne

/AdJYa <Hpaa Qa; ) é( )> =0. (A.78)

a =1

A.11 Arguments pour la nullité des seconds moments de la fonc-
tion de corrélation tronquée

Nous désirons savoir si les moments ¢2,, gz, 42, et g3, donnent une contribution nulle & f; 3. Le
probléme est la lente décroissance des fonctions de corrélation tronquées dans les directions trans-
verses é, et é3. Prenons par exemple le calcul du second moment qu. Sa contribution a f; 3, notée

Gag

1.3, estalors

11,032 :/ dqal dqbl dyal dyb1/2 d2qa d2qb C(T (qa17ya1 |(_la|)CT (qbuyln |(_lb|)qu2

</an1/dya1/d q, 42, C5(day s Yau: [y )(/dqbl/dym/d @, 5 (qvy 3 Yoy Iqb|)>(A 79)

=I1(qay:Yay) =0 électroneutralité

L’expression précédente est nulle & condition que [,dga, [,d¥a, I(a, ¥a, ) SOt fini. [Ma2] donne le
comportement asymptotique de la fonction de corrélation tronquée du systéeme de référence

e~ |qa‘*>oo qala aq
Cr(qar; Yar * [d,]) "X % (A.80)

Ainsi nous pouvons étudier la finitude de 7(qq, ,ya, )-

@, | oo _ 4,
I(qa, Wa,) = f(qal,yal)/qua — (A.81)
R2 |qa|

=J
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Or J diverge, ce qui ne permet pas d’appliquer le théoreme de Fubini pour passer en coordonnées
polaires. Ainsi, & cause de la divergence de J, I’expression (A.79) prend la forme mathématiquement
indéterminée 0 - oo en volume infini, le O provenant de I’électroneutralité. Néanmoins, un raison-
nement physique montre que la contribution & la force de ces seconds moments est nulle. En effet,
la divergence est une conséquence directe du volume infini, tandis que I’électroneutralité reste vraie
pour tout volume fini ou non. Ainsi, dans la limite du volume qui devient infini |A| < oo, |A| — oo,
ona I(qa, Ya,) < o0, et donc

ag | A| <00 — s.i. —
lq,32 A< = </dqa1 /dyal I(qa17ya1>> (/dqlh /dybl / dQQb C(T (qb1;yb1:|Qb|)>v
Q Q Q Q R2
=0

=cL?

(A.82)
avec v > 0, v € R. Néanmoins, il est faux d’utiliser I’expression de fff; trouvée en volume infini
pour I’appliquer au volume fini, comme réalisé avec (A.82). Le raisonnement précédent ne consiste
qu’en un argument qualitatif pour montrer la nullité des seconds moments concernés. En effet, pour
obtenir I’expression de fff;, nous avons utilisé I’invariance par translation des densités de charge
dans les directions transverses €. et &3, en posant Ca,(qs) = Ca,(¢a,) €t Ca,(ap) = Cha, (¢ ),
ce qui n’est plus vrai pour le systeme fini selon é; et &3, car la présence de parois brise la symétrie

de translation dans ces directions. La démarche correcte pour établir rigoureusement la finitude des
day 7|A‘<OO

seconds moments consiste a établir une nouvelle expression de f; en volume fini, en utilisant
la forme d’essai
1 _
Crni(@a) = Ca(dar) + 75f(da1Ga) (A.83)
1 —
CAb (qb) - CAb (qbl) + ﬁf(qln aqb)v (A.84)

et & prendre la limite L — oco. Nous ne ferons pas ce calcul. Etant donné que notre modéle initial ne
comporte pas de singularités pour d — oo, la physique nous enseigne que la force est bien définie
et ne peut diverger (a condition que I’hypothése 7 d’existence d’un développement en puissances de
d~1 soit correcte). Néanmoins, nous supposons que la preuve rigoureuse doit s’énoncer en termes
de conditions sur ~y et §, c’est-a-dire sur la vitesse a laquelle les densités de charge tendent a devenir
homogeénes dans les directions é; et é3 lorsque L — oo, et sur la vitesse a laquelle les seconds
moments divergent avec L — oo.

A.12 Preuve de la regle de somme

Les éléments constituant la présente annexe A.12 sont tirés de [Ma2]. Par conséquent, cette sec-
tion ne fait pas partie du travail de recherche au sens strict.

Proposition A.3 Régle de somme. Soit v € {2,3} la dimension du probléme, 2 =] — 00,0}, q =
(q1,---.av) = (q1,@) € R, g € RV, Le systéme considéré est A = {q € R”|¢; € Q,g € RV},
supposé invariant par translation dans les directions décrites par q. Soit Cr(q;y) la fonction de
corrélation tronquée de charge du systeme, alors

1
dn [din [ @75 i Cr (s 5D = 5o (A85)
/n Pla Jpees 1Or(ai: WD) = —5 7y
Pour démontrer cette régle de somme, il est nécessaire de disposer du lemme de la condition du
deuxiéme moment de Stillinger-Lovett, ainsi que du lemme de réponse linéaire.

Lemme A.3 Stillinger-Lovett. Soit un systéme invariant par translation dans R”, v € {2,3},q =
(g1y--,q0), Yy = (y1,...,uv). SOit Cr(q;y) = Cr(]q — y|) la fonction de corrélation tronquée de
charge du systeme, alors

9 1

/dyyinT(M):_m Vi=1,...,n. (A.86)
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Lemme A.4 Réponse linéaire. Soit C'(q) I’observable de densité de charge, (-)
systeme perturbé par I’ajout d’une charge ey, alors

(em), = (cw))=-eos [era“3Y Lo (). (a87)

, la moyenne du

€

Preuve. Lemme de réponse linéaire. Commencons par rappeler quelle est la méthode de réponse
linéaire classique, qui établit la valeur moyenne d’une observable A & I’ordre linéaire dans une per-
turbation A\W. Soit H = Hy + AW, avec Hy I’hamiltonien non perturbé, W la perturbation, et X le
petit parameétre. Soit p, le poids de Gibbs du systéme perturbé, alors I’idée est de réaliser le dévelop-

pement de Taylor de la valeur moyenne de I’observable A dans I’état perturbé <A> autour de I’état
A

non perturbé A = 0.
</1>A = /dw pAA = /dw Prmo A +A % <A>A
N——— ~—_—————

+0 (3?) (A.88)
A=0

=<A> =g
e~ B(Ho+AW)

PX = fdw e—BHo+AW) * (A.89)

On trouve par un simple calcul I’expression de g. Soit <A; W>T = </1W> - <A> <W> alors

N\ . )

<A>A - <A> A8 <A,W>T OO (A.90)
Supposons a présent que la perturbation soit due a I’insertion d’une charge e dans le systeme. Soit
C‘(q) I’observable de densité de charge insérée, alors W = [d”q % et A = eq, de sorte que AW

représente I’énergie de Coulomb de la charge insérée. Etudions la modification de densité de charge
O(y)> due & Iinsertion de la charge e, donc A = C(y). Ainsi, en appliquant le résultat (A.90) on
obtient la relation cherchée, c’est-a-dire
. . C(a); Cly)
() ~(Ct))=-es [ ”q% +0(c}), (A91)

ce qui achéve la preuve. [ |

Preuve. Lemme de Stillinger-Lovett. Reprenons le résultat (A.87) établi par le lemme de la ré-
ponse linéaire, et négligeons le terme O (eg). En intégrant (A.87) sur y et en remarquant que la
charge eq subit un écran total (toujours vrai dans les conducteurs parfaits, voir les hypothéses 1 et 4),

c’est-a-dire
Jev (o), - (¢m)) =-en (A%2)

y » COr(qy) 1
Joy Joa o 5 (A.93)

Supposons I’état invariant par translation, alors Cr(q;y) = Cr(]q — y|), et en appliquant le chan-
gement de variablesq =q+yona

vy [grq Crlla) _ 1
Jos Joa =5 A%

Notons (f1*f2)(y) = [d”q fi1(y—a)f2(q) le produit de convolution de f; et fa, f latransformée de

Fourier de f, avec |q|~! = 2“&";1) la transformée de Fourier du potentiel de Coulomb en dimension

alors




ANNEXE A. APPENDICES 85

—~—

vE {2 3}. En utilisant la propriété de la transformée de Fourier du produit de convolution f; * fo =
fifz, avec fi = |y — |~ et f = Cr (), on obtient

/u / C(T |q| _ lim l/y zky/ v Cr (|Q|)
i =0 Ty —q
—_———
=fi1xf2
Fiita
. 2n(v—1) ~
= lim ————=Cr(k|). A.95
Jim e () (A95)

En insérant (A.95) dans (A.94) on obtient

Ly Ol
2r(v — 1) x[—o k]2

(A.96)

En développant Cr(|k|) au second ordre autour de |k| = 0 on a

1 lim 1
or(v —1)3 k-0 k|

1 1
= lim — [d¥ 1 — [d"y k-
|k1|IE() |k|2/ yCr(lyl) +Z lm |k|2/ y y Cr(lyl)
—

=0: électroneutralité =0: parité

/dVye“‘ycTuyn

1.1 [ )
~3 i g [y (k) Crlly)

1 < kik; 1 1 &
=3 lim ——- [d"y yiy; C ki d’y i C
5 Z my |k|2/ y vy Or(lyl) =5 im0 z; / y v Cr(lyl)
Z, =

"'7'53 =0: parité =[dvyy3 2Cr(y|): isotropie

= -5 ey icn(y). (A97)

Ainsi, & partir de la derniére relation on obtient immédiatement le résultat cherché, ce qui achéve la
preuve. [ |

Preuve. Régle de somme. Etant donné qu’il n’existe pas de champ extérieur, alors par définition du
systéme A, ce dernier est invariant par translation dans le plan engendré par {é,, .. .,é,}. Il s’ensuit
que la fonction de corrélation tronquée de charge hérite de la méme symétrie Cr(q;y) = Cr(q1; v1 :
|[q@ — ¥|). Puisque la densité de charge satisfait lim,, _._, C(g1) = 0 (voir le lemme A.1 page 69),
alors le systéme devient invariant par translation selon &; dans cette méme limite. Notons C'Y. (|q—y)
la fonction de corrélation tronquée de charge dans la partie volumique du systeme, alors

Jim Cr(gin: [@- ) = Cr(la - y). (A.98)
Yy ——00

Par la suite, notons CY. (ly1 — qi],]¥]) la fonction de corrélation tronquée de charge obtenue de
CY (lq — y|) par le changement de variables ¥ = ¥ + q.

/d(h dy1 / "'y y1 Cr (qu391 ¢ |¥))
Q Q Rv—1
Jan [an [ a5 p (Crtaim 9D - OF (- al/5))
Q Q Rv—1
+ /d(h /Qdyl / 7'y y1 C7 (Jyr — @il I¥1) - (A.99)
Rllfl

Q
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Pour établir cette derniere expression, nous avons additionné et soustrait le second terme du membre
de droite de (A.99). Il est nécessaire d’introduire I’hypothese selon laquelle I’état devient suffisam-
ment rapidement invariant par translation, de sorte que

/d(h /dyl / 7'y y (CT (qu;91 7)) = CF (Jy1 — Q1|a|y|)) < 0. (A.100)
Q Q Rv—1

Cette derniére hypothése de convergence permet d’échanger I’ordre des intégrations sur ¢; et y; du

premier terme du membre de droite de (A.99). Ainsi, en utilisant I’électroneutralité [, dg; fRV,ld”*lyCT (gi;91: 7)) =

0et IVidentité [°_dz [°_dy(y —2)f (ly — =[) = 3 [odyy>f (|y]), on obtient

/dQ1/dy1/ 'Y y1 Cr (qus 910 [¥]) —/dy1 /dfh / ﬂd”_l? @1 Cp (lyr — a1l,ly1])
+ [aa fan [ @'y wcE (n-als)

= /Q 1/Qdy1 (yl_(h)/ 51” 'FOL (jyi—a1 7))

R Rv—1
1
= 5 [evicr
—
lemme A.3 1
= T(v—1)8
= ! (A.101)
- 2r(v—1)B° '
Ce dernier résultat établit le régle de somme cherchée et par conséquent achéve la preuve. |

A.13 Formalisme des filaments

Cette section a pour but de présenter la dérivation du formalisme des filaments utilisé dans le
traitement semi-classique. Son contenu est tiré principalement de [Ma] et [MB], par conséquent ne
fait pas partie du travail de recherche proprement dit. Nous jugeons nécessaire de présenter cette
dérivation car ce formalisme permet de procéder de fagon analogue au cas classique. Pour ce faire,
nous commencons par étudier le systeme formé d’une seule particule pour donner une expression du
noyau du facteur de Gibbs en termes d’intégrales fonctionnelles. Dans un second temps, ce résultat
est utilisé lors de la généralisation a un systeme a N particules, pour obtenir une expression de la
fonction de partition. Ceci permet, par analogie, de se ramener a un espace de phase élargi, dit des
filaments. Cette nouvelle formulation a I’avantage de préserver la méme structure formelle de la
valeur moyenne d’observables qu’en physique statistique classique.

A.13.1 Systéme a une particule: la représentation de Feynman-Kac

Le but est de formuler la mécanique statistique semi-classique par I’intégrale de Feynman-Kac.
Soit H I’espace de Hilbert décrivant le systeme, H I’hamiltonien, @ la fonction de partition, |©,,)
une base orthonormale de H, ou n est un multi-indice comprenant des composantes discrétes ainsi
que continues. Notons 3°, = >, 3%, ... [dnc, [dnc, ... avec ng, les indices discrets et

n., les indices continus, i = 1,2,.... Soit q, ' € R3, alors en utilisant les relations de fermeture
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1= [d®q|q)(qletl =3, [pn)(pn].0na
Q = Tr(e*ﬁH)

= Z <90n|e_ﬁH(}9n>

n

S (pul [dr [a) (ale /d3q' ) (] |on)

n

1 -1
= /dgq /dgq' > (dlon) (pnla) (ale " q')
=é(a—q’)

/dgq <q|e_ﬁHq> ) (A.102)

La fonction de partition s’obtient donc par intégration de la partie diagonale de la fonction de Green
(ale=PH q’), soit le noyau du poids de Gibbs. L idée est d’utiliser la formule de Feynman-Kac don-
nant le noyau de I’opérateur d’évolution en mécanique quantique, pour se ramener, grace a des chan-
gements de variables judicieux, & I’expression du noyau du poids de Gibbs. Soit U (¢,to) I’opérateur
d’évolution correspondant a I’hamiltonien a une particule

h2

alors la formule de Feynman-Kac s’énonce
qz,t i
(@lU(tto)ar) = [ dla()] er*e) (A104)
d1,to
Lo (m]|da(s) |’
S(a(-) = [ ds 51 qs —Ul(q(s)) ] - (A.105)
to

La formule de Feynman-Kac ne fait intervenir que des phases purement imaginaires, ce qui peut
poser des problémes lors de I’intégration de telles fonctions oscillantes. L’ idée pour contourner cette
difficulté est d’effectuer le changement de variables ¢ = —it, ce qui réalise une rotation dans le plan
complexe du temps, ® rotation dite de Wick. La rotation de Wick réalisée, on dit alors que I’on a une
formulation euclidienne de la mécanique quantique. Le retour au propagateur quantique, une fois les
calculs terminés et les problémes de convergence contournés, se fait par rotation inverse ¢ = it. Le
passage a la formulation euclidienne peut aussi étre réalisé par les changements de variables m = im
et U = —iU. Ainsi, en effectuant la rotation de Wick et les changements de variables ¢, = 0 ainsi

2
que t = Sh avec I’opérateur d’évolution U (t,tg) = e~ 7 H(t=%) |3 formule de Feynman-Kac devient

(o™ q,) = /mmd [a()] e 5" (@) (A.106)
q1,0

e o (m|da(t)

Sa(-)) —/0 dt <§ T +U(a()) |, (A.107)

avec S°(q(-)) qui est appelée I’action euclidienne. La partie diagonale de cette derniére relation per-
met d’exprimer la fonction de partition Q. Néanmoins, les parameétres physiques 3 et i apparaissent
dans les bornes d’intégration des expressions trouvées, ce qui rend certaines approximations plus dif-
ficiles. Ainsi, il est pratique de paramétrer le chemin q(t) par des variables sans dimension grace au
changement de variables du pont brownien (voir la figure A.3)

) s €[0,1]
(- s +sa + ME(s),  E0)=€1) =0, A=h/Z.

S =

(A.108)

o3l

qa(s)
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FIG. A.3 —Pont brownien &(s)
AE(s) est le pont brownien, qui est une caractéristique du systéme semi-classique ainsi que quantique. En effet, dans la limite
h — 0 le pont brownien devient identiquement nul Vs € [0,1], par conséquent on retrouve bien le chemin classique libre
(1—s)q1 + sq2. Cette nouvelle paramétrisation revient a prendre tous les chemins possibles issus de q1 et aboutissant en g2
au temps s = 1. Par souci de clarté, cette figure ne représente que deux formes de pont brownien A&(s), alors que I’intégration
fonctionnelle en engendre une infinité.

Soit la mesure normalisée de Wiener du pont brownien définie par

2

dé(s)

D[£()] = d[£()] e~ # Jods[ 2] (2m)%/2 (A.109)

alors en insérant (A.108) et (A.109) dans (A.106) et (A.107), avec U(q) = e2V/(q), e la charge, on
obtient finalement

3/2 —dq2 2 1
<q2|e—ﬁHQI> - ( 1 ) ‘37‘(“%2 | /D [€()] o Be® [gds V((1=s)ai+saz+€(s)) (A.110)

2m A2
Cette derniere expression est entiérement déterminée par la covariance de la mesure normalisée de
Wiener du pont brownien. En effet, il est possible de réaliser un développement de Taylor de I’in-
tégrand, et grace au théoreme de Wick tous les moments pairs (les moments impairs étant nuls par
parité de la mesure) s’expriment en termes de la covariance

/D 130] fi(sl)ﬁj(&) = 0,5 (min(s1,82) — $182) . (A.1112)

Pour exprimer la fonction de partition (Q, nous avons besoin de la partie diagonale de (A.110). Soit
V(g,\¢) = €2 folds V(g + A&(s)), soit o le spin de la particule, alors comme I’hamiltonien H est
indépendant du spin, il existe une dégénérescence de spin (20 + 1), par conséquent

3 —BH 3 1 o2 —BV(a,\§)
Q= [d°q <q|e q> =(20+1) /d q <27r)\2) /D [£()] e DA, (A.112)

On remarque que cette derniére expression ressemble formellement déja fortement & une expres-
sion classique. Néanmoins, une différence importante est la présence d’un nouveau potentiel de self-
énergie d’un filament g+ \¢ (voir la figure A.4) dans le poids de Gibbs, ainsi que la somme sur toutes
les formes possibles de filaments grace a I’intégration fonctionnelle.

Ainsi, par analogie formelle uniquement, on peut interpréter une particule ponctuelle quantique
comme I’objet classique étendu qu’est un filament fermé d’origine en q. La fermeture du filament
est la conséquence du fait que le pont brownien satisfait £(0) = £(1) = 0, c’est-a-dire que le pont
brownien soit fermé. Ce filament joue le méme rdle qu’un degré de liberté interne classique sup-
plémentaire, qui représente la fluctuation quantique, d’amplitude de I’ordre de la longueur d’onde

thermique de de Broglie A = /(/£. Etant donné que la mesure D [£(-)] est gaussienne, alors son

m"
poids statistique décroit tres rapidement avec la forme du filament &, et donc seuls les petits filaments,
c’est-a-dire les faibles fluctuations quantiques, contribuent significativement.

3. Il s’agit du prolongement analytique de I’opérateur d’évolution aux temps purement imaginaires.
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F1G. A.4 — Potentiel de self-énergie d’une boucle
Ce potentiel différe d’une énergie d’interaction classique, car seulement le point racine g interagit avec I’ensemble du filament.
Une énergie classique serait telle que chaque point interagit avec I’ensemble du filament. C’est pourquoi on appellera souvent
V (q,\€) "interaction bijective".

A.13.2 Systéme a N particules: systeme de filaments

Soit S espéces de particules, j. le potentiel chimique de I’espéce «, ¢, = e la fugacité de
I’espéce a, e,, la charge de la particule i de I’espéce a. Soit @ la fonction de partition canonique
d’un systeme a N particules, Q la fonction de partition grand-canonique, alors

0= "on. (A.113)

N=0

On généralise facilement I’expression (A.112) donnant  y—; au systéme a IV particules en apportant
les modifications suivantes.

1. Ona N particules de longueurs d’onde thermiques de de Broglie différentes, et donc

1 3/2 N 1 3/2
<—2m2> '}:{(—QWA?) : (A.114)

2. L’interaction est a deux corps dans un systeme de N particules, en excluant la self-énergie, ce
qui méne a la substitution

N
o1
ViaAg) = 5 ZV(qi,Ai&; a;,\€;)
i#]
1 !
= 5D [ dsViaE N -4y - g ()
i#j
= U(F,....FN). (A.115)
3. Les variables d’intégration de N filaments sont obtenues par les substitutions
N
DO =[] D& (A.116)
i=1
N
d*q = [[d®a. (A.117)
=1

4. Les N particules ont des spins o; respectivement, ce qui engendre pour chacune d’entre elles
une dégénérescence de (20; + 1).

N
(20 +1) = []20: +1) (A.118)

i=1
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En remplacant (A.114) a (A.118) dans (A.112) on obtient

N
H 20;;31/2/ dqr ... dqy /D [€,()].. . D[Ey()] e PP (A119)

Soit N, le nombre de particules de I’espéce «, alors

S
=1l %QN“ (A.120)
a=1""%
N
T 204, +1 . . B - )
On, = 1 W /d5q1 ... d3qy /D [€,()]...D[Ex()] e BU(F1,FN) (A.121)

Le facteur (IV,!)~! est la conséquence de du caractere indiscernable des particules au sein d’une
méme espéce. Ainsi, étant donné qu’on a la contrainte Zﬁzl N4 = N, (A.113) devient

o

S
1
Czi 1 _
Nal;NaN 1;[ No!
S_ No=N

a=1

oo S
= > I @ (A122)

{Ny} a=1

Q

Soit 2z, = (204 + 1)e PHa (277)@)_3/2 I’activité de I’espéce «, alors en insérant (A.121) dans
(A.122) on obtient

o S 1 Nao 204, 1
Q=3 [I57e"™ H%/&ql...&qN/D [€1()]- - Dgn ()] e PN,

(Na} a=1 21A2 )
=zNe
(A.123)
En utilisant I’identité s
oo 1 oo
> H N Z N Z (A.124)
— a
{N,}a= A1y N

eten remarquant que ¢~ @y, est invariant sous les permutations de particules appartenant a laméme
espéce, on obtient

e’} 1 S N ) )
Q= > (Hz) /ddql...dqu /D[£1<->]---D[£N<->] o U (FL P
N=0 ' ai,..,any \i=1
e’} 1 N )
= — d*qi [D&;()] z) e PUFL ), (A.125)
S (e

=0(F1,....FN)

Dans I’expression précédente, O(Fy, ..., Fx) est un opérateur agissant sur e~ #U(F1.-7~)  Soit
I’espace de phase élargi des filaments 7 = (a,q,&), avec « qui indique I’espece, q le point racine de
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la particule, & son filament. Soit

N
U(F1, o FN) =Y Ve, (Fir Fj) (A.126)
i<j
1
Vasa; (Fi,Fj) = / ds V(qi + A, &i(s) — a5 — Ao €;(5)) (A.127)
0
ﬁ/tai
2(F) = Boas T Do (A.128)
(2 )\2 )5/2
/d]-‘ = Z /ddqz / (A.129)
a;=1
alors
o) N
Q=) /Hdﬂ'Z(ﬁ)e‘BU(E"“’fN). (A.130)
N=0 =1

Cette derniere expression est formellement identique a celle du gaz de Coulomb classique, a la seule
différence que I’espace de phase semi-classique est pourvu d’un degré de liberté supplémentaire, qui
est la forme du filament £. Néanmoins, le systéme de filaments différe d’un assemblage classique de
filaments distribués selon la mesure de Wiener, car le potentiel d’interaction V,,, o, (F;,F;) entre deux
filaments différe du potentiel classique. En effet, V..., (Fi,F;) est une interaction bijective, comme
I’illustre la figure 4.1 & la page 49, tandis que I’interaction classique serait

1 1
Voilaj (]‘},fj) = / dsq / dso V (q,- + )\aqﬁt(s) —q; — )\Oéjgj (S)) R (A131)
0 0

pour laquelle chaque point du filament 4 interagit avec I’ensemble du filament j. C’est justement cette
différence d’interaction qui est & I’origine de I’écran non exponentiel dans les systémes quantiques
de Coulomb, et de la décroissance en |q|~¢ des corrélations tronquées (voir [MB]). En guise de
résumé, dans le systeme semi-classique une particule ponctuelle peut étre représentée par un filament
chargé dont I’extension spatiale est reliée a I’amplitude des fluctuations quantiques. Les filaments
interagissent entre eux par une interaction de type bijectif, et détruisent I’écran exponentiel de Debye.

A.14 Fonction de correélation semi-classique C'(qq,q5) & un ordre
guelconque

Soit (-), ; la moyenne sur I’espace des filaments sans interaction entre A, et A;, alors comme la
formulation semi-classique sur I’espace de phase €largi est similaire a celle du cas classique, I’ex-
pression de la fonction de corrélation C(q,,qs) & un ordre quelconque dans le potentiel d’interaction
U(F,,F;) peut étre déduite directement de celle du cas classique (A.29).

Proposition A4 Soit 0(F,.F) = C(Fo)C(F), S0it Bay ar (FauFh) = par, (Fa)pay (Fp)s Fhi =
(4, Y aisXai), alors la fonction de corrélation entre q,, € A et a» € Ay al’ordre & dans le potentiel
d’interaction U (F,,F;) est donnée par

_B)k E E B
C(au,a)o(sr) = %[AD )] LD & () fmd Yai - ®Yak fAlbcdSYb1~-~d‘5}’bk

Jar DD O]+ D Ixar ()] [as D Dxon ()] D Dxor ()]
(Hi:l Za; =1 Za’bv:1 €ay, Cap, Va;ia;,, (FairFy ))

(}—aa}—b> HJ 1’Ba’ ah (faj’féj)
(s )

s.i.,

(A132)
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ai)’

On note que 7 = ¥, Zi;%:l Zi;_ﬂ Car, €y Ve, o (]-‘ JF}.) agit comme un opérateur sur
la fonction de corrélation tronquée & & points < (FasFo) ]'[J ;B (]-'aj T )> . En effet, I

est un opérateur qui réalise une somme sur o, etay ,i = 1,...,S, en attrlbuant un certam poids & la
fonction de corrélation tronquée correspondante. Dans le cas ou le plasma est constitué de particules
de méme masse* ma,,, = e, = m Vij, (A.132) se simplifie, car on a alors Vo, o (FLiFL) =

V(F.;,Fi;), pour prendre une forme qui ressemble & I’expression classique, avec des operateurs de

ai)’

densité de charge au lieu des opérateurs de densité de particules apparaissant dans (A.132).

Corollaire A.1 Soitun plasma de particules de méme masse ma,, = ma,, = mVij,soit A (F.,F})

C(F)C(FL), O(Fa,F) = C(Fa)C(Fs), alors la fonction de corrélation entre q, € A, et qy € Ay
a I’ordre k dans le potentiel d’interaction U (F,,}) est donnée par

ok
C(da,qp)o(pr) = ( 'Bn) )] [4,D1&()] fAkd3ya1---dBYak fAdeYbl---dBka

fAk [Xa1 ()] - D [xar(- fAk Xp1 ()] -+ D X ()]

1_[Z 1V( wi )< (fa,]'—b)nj 1’A(-7:clu’ l)>s,i‘,T

(A.133)

Cette derniére expression est celle qui ressemble le plus a celle du cas classique de par sa struc-
ture formelle. On peut comprendre pourquoi, outre les intégrales fonctionnelles, la différence entre
I’expression de C(qa,q) o (s+) semi-classique et classique se manifeste formellement au travers des
différences de masse entre les especes de particules. En effet, les fluctuations quantiques (ce qui
revient dans notre cas a considérer I’extension spatiale des filaments) dépendent de la masse des par-
ticules. Ainsi, dans la limite macroscopique (qui est ici équivalente a la limite classique & — 0),
M, — 00 et May,, — 00 Yij,onal,, = )\ab = 0, et donc il n’y a plus de fluctuations quan-
tiques: I’extension spatlale des filaments se réduit 3 un point, comme en physique classique. Ainsi,
le fait qu’il existe des masses différentes doit mettre en évidence un phénomene purement quantique,
ce que montrent bien (A.132) et (A.133).

Preuve. Nous commencons par montrer que (A.133) est un cas particulier de (A.132). Supposons
que les masses des particules soient toutes égales a m, alors il est évident par la définition du poten-
tiel d’interaction (4.27) que V%% (FliF) = V(FL;,FL;) est indépendant du type de particules.

Ainsi, avec (4.23), il est immédiat que de I’expression générale de la fonction de corrélation (A.132)
on obtient (A.133).

Il reste a prouver la relation (A.132). Pour ce faire, nous allons montrer, en partant de la preuve du
cas classique, comment on obtient la formule semi-classique (A.133). Soit 9(]:@,]-‘;,) C(]—‘ )C(]-'b),
alors on remarque que, grace au formalisme des filaments, en posant H = Hy+ W, le résultat (A.32)
de la section A.6 est aussi valable dans le cas semi-classique. A ce stade, dans le cas classique on
insérait la définition de la perturbation, dont I’expression était

W= / &y, / Pyy C¥a)OWs) V(ya — y1)- (A134)
Ao Ay N——

#A(ya \Yo)

4. Le plasma de particules de méme masse est un modele de type OCP (*One Component Plasma").
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Evidemment, cette derniére expression différe de celle du cas semi-classique. 11 s’agit d’ailleurs de la
seule différence. Ainsi

W =U(F,.F;)

= /1\d5Ya/ 5}’b/ Xa / Z ea po/ Zea, pa J’Tb oo (ij‘/ Jr:-/)
= /Addya/ b/ Xa / Z Zea/ ea pa )Pa (fb) Vaéag(f;,fé) (A135)

a/ _1 /_1
=By op (FLF)

Ensuite, on avait obtenu I’expression de la fonction de corrélation aux différents ordres en remplagant
(A.134) dans (A.32). Dans notre cas, la démarche est exactement la méme: il s’agit simplement de
remplacer (A.135) dans (A.32), sans oublier d’intégrer fonctionnellement sur les formes des filaments
&, et &, pour passer de Cp(Faq; Fp) & Cr(qq; qp). On peut soit faire les calculs explicitement, soit
repartir de I’expression classique (A.29) et observer la forme de la perturbation semi-classique W,
pour en déduire les termes qui ne se factorisent pas, et ainsi modifier judicieusement (A.29) pour
finalement obtenir (A.132). Si cet argument ne suffit pas & convaincre le lecteur, il est alors possible
de faire le calcul explicite aux ordres 3! et 32, les calculs étant longs mais trés simples. |

A.15 Lemme d’égalité des forces classique et semi-classique dans
la limite 2 — 0

Lemme A5 Soit f(d) 5, I’expression semi-classique de la force & I"ordre linéaire dans le potentiel
d’interaction U (77.F;), f(d)g ) I"expression classique de cette méme force, alors

Preuve. Pour limiter la quantité d’arguments décrivant les fonctions, nous ne mettrons pas explici-
tement en évidence les symétries, mais plutdt restons dans le cas général. Par définition

Pk m(Fas Fl) = <ﬁaa<f> o, ( ;>>MT
= (Paw(Fa)Par,(Fo)), . — (Paw(Fa))ss. {Par, (FO)), s
= Pitar (FaFo) — ok (F. )pzi-(m (A.137)

Etudions I’effet de la limite 4 — 0 sur 5l (Fa). Nous omettons, pour alléger la notation, d’écrire la
contrainte d’électroneutralité Zizl €a, = z;jbzl €a, = 0.

1
1i — ki —BU(Fa) 5
h1_>mop (]: ) n1_>mo QAa /d}—a € Paq (]:a)

200, +1 _
Zialzlf/\gdgral---d3raNfAzavD[Na1(')]---D[NaN(')]HfLWG U pa, (Fa)

aaNzl

= lim

N S E E N 20““i+1 -
f=0 Yt =1 [ay Prar. - dPran [ xD (14, ()] D [/"'aN(')]Hi:l(QWT)B/ze PU(Fa)

Qg =1
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Or, dans la limite classique 2 — 0, les particules sont classiques, donc leur spin est nul o, = 0
Vi=1,...,N.De plus

lim U(F,) = lim Z €a€a, Vasa, (Fi.F5)Xn, (r:) X, (r;)
1<i<j<2N

1
Z €a;Ca, Fllim ds V(r; + Ao, i (8) — 5 — Aoy 11(8)) Xp, (i) Xp, (1)
1<i<j<2N —0Jo

=V (r;i—r;)
= Ulra). (A.138)

Ainsi, en admettant qu’il est possible de permuter la limite et I’intégrale, en remarquant que lim_.o Aag, =

0 devient par conséquent indépendant des particules dans cette méme limite, les facteurs Hf\i 1 %
27r)\aai
se simplifient, et donc
lim p35 (o)
=pag (Fa)
N
S _
o=ty Prar - dPran e PO Dl ()] - Dty (1Y Sy 6(Fai=a)d(Bai—Ea)
. =1
aal\; =1

5=ty Prar - dran e U0 D (1 ()] Dy ()]

Qg =1

Zialzlngd3ra1- : -dgraNe_ﬁU(T“)vaz15aa7ai5(rai_Qa)anND[Na1(')]- --Dlpran ()]0 (1ai—€a)

Qq =1

5=ty Prar - e e U0 D [y ()] D [y ()]

Qg =1

(A.139)

En observant I’expression (4.53) donnant f(d)o(s), On voit qu’apparaissent encore quatre intégra-
tions fonctionnelles sur £, &, X, €t Xx;- Ainsi, en utilisant la définition classique de I’observable de
densité de particules p., (q.) et Iidentité [, D[£,(-)] 6(p,; — &,) = 4, on obtient

:ﬁaa (Qa)

N
Zialzl anNd3r(L1' . -dgraN e_BU(TQ) Z 60((,,@7,6(1'@1' - qa)
. i=1

Qg =1

lim [ D[¢,()] p5(Fa) =
h—0 J. €. p “( ) fom:lfANdSraL .. dBryy e BU(ra)

aaNzl

o (Qa). (A.140)
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Les calculs sont similaires pour i (F2), 5l (Fb), pzi' (Fo)s 05E 0 (FaiFp), p:‘% (Fv,F}), donc

S

S 1
lm f(d)55 = -6 /Q 49a, dgp, dya, dys, /R 2d2<_1a G, Y Y cavtay oo /0 ds

ag=1ap=1
al=1ap=1

lim < / D) / D)) (g (FasFa) = s (P (7))

h—0
/ D) / DO (ko (FoF3) — o5 (Pt (7)) )
[TV s+ = AT P + 00— T, ~ T+ T
S S

= —p /94qu11 dqbl dyal dybl /R2d2qa d2qb Z Z CaqCai CopCay

Oéa=1 O(b=1
a,=1a,=1

(5E g (@asya) = P55 (0)pE (va) ) (P (0o30) — Pk (@w)rf (7))

/2d2ya V(|ya1 + Yp, — d|a|ya|)F(qa1 + qv, — da|ﬁa - ab + yaD
R

= B / g0, gy, dya, dys, / 2d2<_1a d°q, C5" (qa; o) O (ab: yb)
Q R

/2(12?@ V(lya1 + Yo, — d|’|ya|)F(qa1 + b, — d’|aa - ab + ya|)
R

(3.31)
Ainsi, dans la limite classique & — 0, I’expression semi-classique se réduit a celle obtenue par le
traitement classique, ce qui achéve la preuve. |

A.16 Regle d’électroneutralité des filaments

Lemme A.6 Soit pZ‘i‘%;T(qal Aaa€a’ Yar s, Xa © |a,|) 12 fonction de corrélation tronquée de den-
sité de particules du systéme de référence A, = {x € R3|zy € Q,(22,23) € R?}, Q =] — 00,0],
alors

S
Jdao, [ @a, [ DIEO] S coubiiugran doboiv Do s [dl) =0 (A142)
Q R A

aq,=1

Preuve. Nous partons de la regle d’électroneutralité du formalisme des boucles démontrée dans
[BM].

S 00
o, [, DI S D parC)ea, g o o it Ao e+ [ — @) =0
Q R A

aqe=1p.=1
(A.143)
On désire montrer explicitement que, dans la limite du cas semi-classique (formalisme des filaments),
I’expression précédente s’appliquant au cas quantique (formalisme des boucles) se réduit a la regle
d’électroneutralité du lemme A.6. Ceci doit trivialement étre le cas par construction méme de ces
formalismes. En effet, le formalisme des filaments est un cas particulier de celui des boucles. Notons
cependant que la reégle d’électroneutralité quantique (A.143) est démontrée dans un espace infini
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invariant par translation, et pas dans un demi-espace infini de symétrie de translation dans le plan
engendré par é, et €; uniquement. En étudiant la preuve en question, le brisement de la symétrie de
translation selon &1, ainsi que le travail dans un demi-espace infini, modifient la valeur de certaines
fonctions, mais pas leurs propriétés essentielles a I’obtention de la régle d’électroneutralité (A.143).
z(L}) est I’activité de la boucle £/, activité définie par (voir [MB] ou [Me2])

Bhiar D, Po—1
2 ’ Qg a ’ ’
o) = Boa)e (01)™ _ svey), (A.144)

a (2WA2l)3/2 pg

avec U(L!) I’énergie d’interaction interne d’une boucle. Le cas particulier du systéme de filaments
s’obtient en posant p, = p/, = 1 (les filaments sont des boucles constituées d’une seule particule),
U(L!) = 0 (le filament étant une boucle formée d’une seule particule, cette derniere ainsi que son

filament ne peuvent interagir avec aucune autre particule ou filament), (77%)]”‘“1 = 1 (statistique
de Maxwell-Boltzmann), alors z(L)) = z(F}) peut étre simplifié et la régle d’électroneutralité des
filaments devient

S
/Q daa, / d%q, /A DIE] S bt (o Aaai Yo Aot Xe [ — T]) = 0. (A145)
R2 a

ag=1

Etant donné que le systéme est invariant par translation dans le plan engendré par &, et és, le chan-
gement de variables g, = g, + @, permet d’obtenir la relation cherchée, ce qui achéve la preuve. B

La régle d’électroneutralité (A.142) mérite quelques commentaires. Pour simplifier les explica-
tions qui vont suivre, supposons que toutes les masses soient identiques, alors en appliquant I’opéra-
teur Zi, _1 €ar, SUr (A.142), on obtient le cas particulier

/ dqa, / d*q, / D [€,()] C5" (day A a; Yar AXq : [Aa]) = 0. (A.146)
Q R2 Aq

Par analogie avec la régle d’électroneutralité [(,dga, [5-d*q, C5" (¢a,; Ya, : [@,]) = 0, valable pour
des fonctions de corrélation classique et quantique, on est tenté, par extension a des variables d’inté-
gration de filaments, d’affirmer que (A.146) est une évidence. En Vérité, cette relation est loin d’étre
triviale. Nous reprenons maintenant les notations de la figure A.5.

F1G. A.5 — Régle d’électroneutralité des filaments
La figure de gauche représente le cas classique, pour lequel la particule q; est entourée de son nuage d’écran représenté par la
particule g2 qui est délocalisée dans I’ensemble du nuage foncé. La figure de droite est a interpréter de fagon similaire, mais
dans le cas semi-classique, ou chaque particule est affublée d’un filament chargé qui représente ses fluctuations quantiques.

Dans le cas classique, la régle d’électroneutralité s’énonce [d3q» <;3a1 (a1); O(q2)>T = 0 (voir

I’annexe A.10), ce qui signifie que la charge totale portée par le nuage de particules induit autour
d’une particule donnée q; appartenant au systéme, est exactement égale est opposée a la charge portée

en q;. Dans le cas semi-classique, la régle d’électroneutralité est [d®q2 ['D [£5(+)] <ﬁa1(]-'1);é(}"2)>T =
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0, ce qui signifie que la charge totale portée par le nuage de filaments induit autour d’un filament
donné F; = («1,q1,&;(+)) appartenant au systéme, est exactement égale et opposée a la charge por-
tée par F;. Cette regle n’est a priori pas évidente, car les filaments représentent un degré de liberté
interne, et de plus interagissent entre eux par un potentiel de Coulomb bijectif, qui différe d’une
interaction classique.
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