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Exer
i
e 1.

La règle de parité.

Soit Λ = N × N un réseau 
arré en dimension 2. Soit x = (i, j) ∈ Λ la 
oordonnée d'une 
ellule.

L'état de 
haque 
ellule au temps dis
ret t sera dé
rit par la fon
tion ψ(x, t) ∈ {0, 1}. Supposant la

ondition initiale ψ(x; 0) 
onnue, l'état à l'itération t+ 1 sera donné par la règle suivante :

1. On 
al
ule n(x; t) =
∑

x
′ ψ(x′; t) la somme des valeurs des 4 plus pro
hes voisins x

′

de la 
ellule x, pour tout x ∈ Λ On suppose des 
onditions aux bords périodiques.

2. L'état ψ(x; t + 1) est alors donné par

ψ(x; t+ 1) =

{
0, si n(x; t) est pair,
1, sinon.

3. Re
ommen
er au point 1.

On demande :

i) Constater que 
ette règle s'é
rit :

ψ(i, j; t + 1) =
⊕

(k,l)∈Ω

ψ(k, l; t), Ω = {(i + 1, j), (i − 1, j), (i, j + 1), (i, j − 1)}, (1)

où on a noté

⊕
pour la somme modulo 2.

ii) Programmer la règle de parité dans le langage et pour une taille N de votre 
hoix.

iii) Constater que la symétrie de la règle mi
ros
opique se retrouve dans l'agen
ement des stru
tures

répliquées, et que la 
ondition initiale est après un 
ertain nombre d'itérations répliquée par la

règle. En exprimant ψ(k, l; t) dans le membre de droite de (1) par son expression en fon
tion de

ψ(k, l; t− 1) à l'aide de la règle (1), puis en renommant t+ 1 → t+ 2 et t− 1 → t, établir

ψ(i, j; t + 2) =
⊕

(k,l)∈Ω′

ψ(k, l; t), Ω′ = {(i + 2, j), (i − 2, j), (i, j + 2), (i, j − 2)}, (2)

où on a fait usage de X
⊕
X = 0 et X

⊕
0 = X.

iv) En supposant la relation (2) vraie pour T ∈ N itérations, et en pro
édant de même que pour le

point iii), montrer que

ψ(i, j; t + 2T ) =
⊕

(k,l)∈Ω′′

ψ(k, l; t), Ω′′ = {(i+ 2T, j), (i − 2T, j), (i, j + 2T ), (i, j − 2T )}. (3)

L'a
tion de la règle est don
 de translater la 
on�guration initiale dans les quatre dire
tions d'une

distan
e 2T et de les superposer. Si l'extension spatiale de la 
ondition initiale est su�samment

petite, la règle de parité réplique la 
ondition initiale. Sinon, il y a des interféren
es destru
tives.

v) Soit un système Λ = N×N ave
 
onditions aux bords périodiques et tel que N est pair. Utilisant

le résultat du point iv), déduire sans 
al
ul quel sera l'état du système après N/2 itérations pour

toute 
ondition initiale.
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Exer
i
e 2.

Le nombre de règles possibles pour un automate 
ellulaire.

Soit un automate 
ellulaire de dimension arbitraire, et r le nombre de 
ellules qui entrent dans

l'énon
é de la règle. Supposons de plus que 
haque 
ellule puisse prendre k états distin
ts. Montrer

que le nombre possible de règles n(r, k) est alors donné par

n(r, k) = kkr

.

Indi
ation : utiliser un argument 
ombinatoire.

Exer
i
e 3.

La 
lassi�
ation de Wolfram.

Soit un automate 
ellulaire de dimension 1. Soit si(t) ∈ {0, 1} l'état de la 
ellule i au temps t. L'état
au temps t+ 1 est donné par la valeur du triplet (si−1(t), si(t), si+1(t)) :

si(t+ 1) = Φ(si−1(t), si(t), si+1(t)).

Le nombre total de tels triplets qu'il est possible de former est de 8. Une règle d'automate 
ellulaire


orrespondra alors à dé�nir quelle sera la valeur de si(t+ 1) en fon
tion de 
haque triplet. Ce
i se

fait en dé�nissant les valeurs {α0, α1, . . . , α7}, αi ∈ {0, 1}, asso
iées à 
es triplets :

111
︸︷︷︸

α7

110
︸︷︷︸

α6

101
︸︷︷︸

α5

100
︸︷︷︸

α4

011
︸︷︷︸

α3

010
︸︷︷︸

α2

001
︸︷︷︸

α1

000
︸︷︷︸

α0

Il y a 28 = 256 
hoix possibles pour dé�nir {αi}
7
i=0. Chaque règle peut être identi�ée par un index

N ∈ [1, 256] dé�ni par

N =
7∑

i=0

2iαi,


e qui 
orrespond à la notation binaire

∏7
i=0 αi.

On demande de

i) Programmer les règles 40, 56, 18, et 110, et a�
her leur évolution temporelle dans un graphique

d'axes {x, t} où t est le temps et x l'espa
e. Pour 
ela, utiliser des 
onditions aux bords périodiques,
et 
onstater qu'un triplet {i, j, k} au temps t prendra au temps t+1 la valeur αl, où l = k+2j+4i.

ii) Constater les di�éren
es qualitatives des dynamiques générées par 
es règles.

Exer
i
e 4.

La fourmi de Langton.

Soit Λ = N × N un réseau 
arré en dimension 2. L'état de 
haque 
ellule au temps dis
ret t
peut prendre les valeurs {0, 1}, asso
iées aux 
ouleurs noir et blan
, respe
tivement. Une fourmi se

dépla
e sur Λ. Lorsqu'elle entre dans une 
ellule blan
he, elle tourne de 90 degrés vers la gau
he et

�peint� la 
ellule en noir. Inversement, lorsque la fourmi entre dans une 
ellule noire, elle tourne de

90 degrés vers la droite et �peint� la 
ellule en blan
.

On demande de

i) Programmer la règle de la fourmi de Langton.

ii) Constater numériquement que le mouvement à longs temps est non borné.

iii) Trouver un argument pour montrer que le mouvement est non borné pour tout état initial.

Indi
ation : supposer le mouvement borné, et 
onsidérer les passages su

essifs de la fourmi dans

la 
ellule du 
oin supérieur droit. Con
lure qu'il y a 
ontradi
tion ave
 l'hypothèse de mouvement

borné.


