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Exer
i
e 1.

La règle de parité.

i) De la dé�nition de la règle de parité, il est 
lair qu'elle peut être exprimée sous la forme

ψ(i, j; t + 1) = ψ(i + 1, j; t) ⊕ ψ(i− 1, j; t) ⊕ ψ(i, j + 1; t) ⊕ ψ(i, j − 1; t). (1)

ii) Programme Matlab :

m=128; %size of the system

X=zeros(m,m); %matrix with zeros everywhere ex
ept ...

X(62:66,62:66)=1; %... the initial 
ondition: square

n=[m 1:m-1℄; %array: m,1,2,...,m-1

e=[2:m 1℄; %array: 2,3,4,...,m,1

s=[2:m 1℄; %array: 2,3,4,...,m,1

w=[m 1:m-1℄; %array: m,1,2,...,m-1

update=X;

while any(any(update)) %loop as long as stru
tures do not go beyond system size

A= X(n,:) + X(s,:) + X(:,e) + X(:,w); %the parity rule without modulo 2

update=X ~= mod(A,2); %to 
he
k if there is an overlap of the stru
tures

X=mod(A,2); %the modulo 2 
ondition

p
olor(X)

axis off

axis square

shading flat %removes the latti
e

drawnow %draws the pi
ture

end

iii) En appliquant la règle deux fois on obtient ψ(·, ·; t + 1) en fon
tion de ψ(·, ·; t − 1) :

ψ(i, j; t + 1) = ψ(i+ 2, j; t − 1) ⊕ ψ(i, j; t − 1) ⊕ ψ(i + 1, j + 1; t− 1) ⊕ ψ(i+ 1, j − 1; t− 1)

⊕ψ(i, j; t − 1) ⊕ ψ(i − 2, j; t − 1) ⊕ ψ(i − 1, j + 1; t− 1) ⊕ ψ(i− 1, j − 1; t− 1)

⊕ψ(i+ 1, j + 1; t− 1) ⊕ ψ(i − 1, j + 1; t− 1) ⊕ ψ(i, j + 2; t− 1) ⊕ ψ(i, j; t − 1)

⊕ψ(i+ 1, j − 1; t− 1) ⊕ ψ(i − 1, j − 1; t− 1) ⊕ ψ(i, j; t − 1) ⊕ ψ(i, j − 2; t− 1).

Utilisant X ⊕X = 0 et X ⊕ 0 = X on obtient le résultat 
her
hé.

iv) Supposons la relation (1) vraie pour T ∈ N itérations, i.e.,

ψ(i, j; t + T ) =
⊕

(k,l)∈Ω

ψ(k, l; t), Ω = {(i+ T, j), (i − T, j), (i, j + T ), (i, j − T )}. (2)



En appliquant la règle sur le membre de droite de (2) on obtient

ψ(i, j; t + T ) = ψ(i+ 2T, j; t − T ) ⊕ ψ(i, j; t − T ) ⊕ ψ(i + T, j + T ; t− T )

⊕ψ(i+ T, j − T ; t− T ) ⊕ ψ(i, j; t − T ) ⊕ ψ(i− 2T, j; t − T )

⊕ψ(i− T, j + T ; t− T ) ⊕ ψ(i− T, j − T ; t− T ) ⊕ ψ(i+ T, j + T ; t− T )

⊕ψ(i− T, j + T ; t− T ) ⊕ ψ(i, j + 2T ; t− T ) ⊕ ψ(i, j; t − T )

⊕ψ(i+ T, j − T ; t− T ) ⊕ ψ(i− T, j − T ; t− T ) ⊕ ψ(i, j; t − T )

⊕ψ(i, j − 2T ; t− T ).

A nouveau, en utilisant X ⊕X = 0 et X ⊕ 0 = X on obtient

ψ(i, j; t + 2T ) =
⊕

(k,l)∈Ω′′

ψ(k, l; t), Ω′′ = {(i+ 2T, j), (i − 2T, j), (i, j + 2T ), (i, j − 2T )}. (3)

Nous savons que la relation (2) est vraie pour T = 1 et T = 2. Ce résultat montre don
 que

si la propriété (2) est vraie, alors (3) est satisfait. L'Eq. (3) est don
 véri�ée pour tout nombre

d'itérations qui est une puissan
e de 2. La 
ondition initiale est don
 répliquée pour T = 2n

itérations, n ∈ N∗
.

v) L'a
tion de la règle est de translater la 
on�guration initiale dans les quatre dire
tions d'une

distan
e 2T et de les superposer. Comme les 
onditions aux bords sont périodiques, si T = N/2
l'Eq. (3) implique que les 
opies de la 
ondition initiale seront exa
tement superposées sur elles-

même. Par dé�nition de la règle de parité, le système sera alors uniformément dans l'état 0.

Exer
i
e 2.

Le nombre de règles possibles pour un automate 
ellulaire.

Le nombre possible d'états di�érents pour le système de r 
ellules est :

k × k × . . .× k × k
︸ ︷︷ ︸

r 
ellules ⇒ kr
états

.

La 
ellule qui est mise à jour peut prendre k valeurs di�érentes, et 
e
i pour 
ha
un des kr
états

di�érents du système de r 
ellules :

k × k × . . .× k × k
︸ ︷︷ ︸

kr
fois

.

Il y a don
 kkr

règles possibles.

Exer
i
e 3.

La 
lassi�
ation de Wolfram.

i) La dé
omposition binaire donne :

� Règle 40 : {α0, α1, . . . , α7} = {0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0},

� Règle 56 : {α0, α1, . . . , α7} = {0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0},

� Règle 18 : {α0, α1, . . . , α7} = {0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0},



� Règle 110 : {α0, α1, . . . , α7} = {0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0}.

Programme Matlab :


lear;

RULE = 18; %rule \in [1,256℄

N = 200; %number of 
ells

ITMAX = 200; %number of time steps

%de
imal -> binary

rb = zeros(1,8); %array for binary rule

d1 = RULE;

for (n=[0:7℄)

nn=7-n;

d2 = 2^nn;

if (d1-d2 >= 0)

d1 = d1-d2;

rb(nn+1) = 1;

end

end

%bla
k-white-map

bla
k = [0 0 0℄;

white = [1 1 1℄;

b
map(1,:) = bla
k;

b
map(2,:) = white;


olormap(b
map);

%initial 
onditions


a = zeros(ITMAX,N);


a(1,:)=round(rand(1,N));

%time loop

for i=2:ITMAX

j=i-1;

tmp=zeros(1,N);

for (n=[2:N-1℄)

x=4*
a(j,n-1)+2*
a(j,n)+
a(j,n+1);

tmp(1,n)=rb(1,x+1);

end

%periodi
 boundary 
onditions:

x=4*
a(j,N)+2*
a(j,1)+
a(j,2);

tmp(1,1)=rb(1,x+1);

x=4*
a(j,N-1)+2*
a(j,N)+
a(j,1);

tmp(1,N)=rb(1,x+1);

%update line i


a(i,1:N)=tmp(1,1:N);

%plot

images
(
a);

axis off equal;

shading flat;

drawnow;

end



ii) Les règles peuvent être 
lassées dans 4 
lasses :

� Règle 40 : élément de la 
lasse 1 : l'automate 
ellulaire évolue après un nombre �ni de pas de

temps, pour presque toute 
ondition initiale, vers un état homogène unique.

Fig. 1 � Règle 40.

� Règle 56 : élément de la 
lasse 2 : des stru
tures stables ou périodiques de petite période sont

formées pour presque toutes les 
onditions initiales.

Fig. 2 � Règle 56.

� Règle 18 : élément de la 
lasse 3 : l'automate 
ellulaire évolue pour presque toute 
ondition



initiale vers une stru
ture apériodique, ou 
haotique. Une petite modi�
ation des 
onditions

initiales sera ampli�ée par la dynamique.

Fig. 3 � Règle 18.

� Règle 110 : élément de la 
lasse 4 : des stru
tures 
omplexes persistantes sont formées par la

dynamique pour la majeure partie des 
onditions initiales.

Fig. 4 � Règle 110.



Exer
i
e 4.

La fourmi de Langton.

i) Programme Matlab :


lear;

N=200; %system size

tmax=13000; %max time iteration

tskip=100; %display every tskip iterations => speed up

%bla
k-white-map

bla
k=[0 0 0℄;

white=[1 1 1℄;

b
map(1,:)=bla
k;

b
map(2,:)=white;


olormap(b
map);

%initial 
onditions


a = ones(N,N);

pos=[N/2;N/2℄;

dire
tion=[1;0℄;

%rotation matrix = [
os(x) -sin(x); sin(x) 
os(x)℄

rotateleft=[0 -1;1 0℄;

rotateright=[0 1;-1 0℄;

%time loop

for t=1:tmax

pos=pos+dire
tion;

if (
a(pos(1,1),pos(2,1))==1)

dire
tion=rotateleft*dire
tion;


a(pos(1,1),pos(2,1))=0;

else

dire
tion=rotateright*dire
tion;


a(pos(1,1),pos(2,1))=1;

end

if (mod(t,tskip)==0)

images
(
a);

drawnow;

end

end

ii) On 
onstate qu'au-delà d'un 
ertain temps la fourmi �s'é
happe� et emprunte une traje
toire

orientée à 45 degrés (
f. �gure).
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Cette traje
toire est formée d'une stru
ture 
onstituée de 104 itérations, qui est répétée indé-

�niment. La règle élémentaire de Langton génère don
 un 
omportement (ma
ros
opique) très


omplexe qui ne peut pas être prédit sur la base des règles mi
ros
opiques uniquement.

iii) Supposons que le domaine visité par la fourmi soit borné. Le nombre de 
ellules est don
 �ni,

et 
omme le nombre d'itérations est in�ni, 
ertaines 
ellules seront visitées un nombre in�ni de

fois. A 
ause de la dynamique, on peut distinguer deux types de 
ellules. Une 
ellule H est une


ellule qui est visitée par la fourmi entrant horizontalement, tandis qu'une 
ellule V est une 
ellule

qui est visitée par la fourmi entrant verti
alement. Etant donné que la fourmi tourne ensuite de

90 degrés, une 
ellule H sera entourée de 4 
ellules V, et ré
iproquement. Les 
ellules H et V

sous-tendent don
 une stru
ture alternée statique sur l'automate 
ellulaire (
f. Fig. 5).
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V

Fig. 5 � Stru
ture des mouvements sur l'automate 
ellulaire.

Considérons à présent la 
ellule dans le 
oin supérieur droit de l'automate 
ellulaire. Cette 
ellule

est dé�nie si 
omme on l'a supposé la traje
toire est bornée. Supposons que 
ette 
ellule soit de

type H. Bien entendu 
ette 
ellule reste du même type pour tout temps. Cette 
ellule doit don


être visitée en provenan
e de la gau
he, et est quittée verti
alement vers le bas. Un tel mouvement

n'est possible que si la 
ellule était noire. Après que la fourmi quitte 
ette 
ellule, elle la peint en

blan
. Par 
onséquent, lors de sa pro
haine visite, le seul mouvement possible sera de quitter la


ellule vers le haut, 
e qui élargit le domaine. Par 
onséquent, le domaine est non borné.

H

−→

H

mouvement possible mouvement possible

lors de la première visite lors de la se
onde visite


