
UNIVERSITÉ DE GENÈVE FACULTÉ DES SCIENCES

Se
tions d'Informatique et de Physique Profs. B. Chopard et M. Droz

Outils, modélisation et simulation en 
al
ul numérique � Série 8

10 mai 2005

Exer
i
e 1.

L'équation de Boltzmann sur réseau D2Q9 dans l'approximation BGK pour l'é
oule-

ment de Poiseuille.

On désire étudier un é
oulement de Poiseuille à l'aide du modèle BGK de l'équation de Boltzmann

sur réseau. Le modèle BGK reproduisant un gradient de pression par le biais d'une for
e 
onstante

F est

fi(r + τvi, t + τ) = fi(r, t) +
1

ξ
[f eq

i (r, t) − fi(r, t)] +
τ

c2
s

tivi · F, (1)

où fi(r, t) est la probabilité qu'au temps t une parti
ule entre au site r depuis la dire
tion i du réseau,
et f eq

i est la distribution d'équilibre. ξ est un paramètre libre dé
rivant le temps de relaxation, relié

à la vis
osité ν du �uide par

ν = c2

s (ξ − 1/2) ,

où cs est la vitesse du son dans le �uide.

Un é
oulement de Poiseuille est un é
oulement dans une 
onduite, généré par un gradient de pression,

tel que la vitesse du �uide u sur les parois est nulle (
f. Fig. 1).
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Fig. 1 � E
oulement de Poiseuille en deux dimensions.

Nous désirons étudier 
et é
oulement à l'aide d'un réseau D2Q9, 
'est-à-dire un réseau 
arré ave


diagonales, à deux vitesses (
f. Fig. 2).

Les paramètres pour le réseau D2Q9 sont donnés par le tableau suivant.

tl tr t0 c2
s

1/9 1/36 4/9 1/3

En pratique, on prendra un temps unité τ = 1, et pour des raisons de 
onvergen
e on 
hoisira

ξ de l'ordre de l'unité (par exemple, ξ = 0.75), la for
e F de l'ordre de 10−3
[par exemple, F =

(Fx, Fz) = (0.002, 0)℄, une taille verti
ale h de quelques dizaines de 
ellules, et une taille horizontale
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Fig. 2 � Les 8 + 1 vitesses du réseau D2Q9 (à gau
he), ainsi que les poids asso
iés à 
haque

dire
tion (à droite). tl est asso
ié aux parti
ules lentes, tr aux parti
ules rapides, et t0 aux parti
ules
immobiles.

L de l'ordre de quelques 
ellules ave
 
onditions aux bords horizontaux périodiques. On 
hoisit

de plus des 
onditions aux bords verti
aux de �boun
e ba
k� telles que la vitesse des parti
ules

entrant en 
ollision ave
 les bords est inversée. Les parti
ules sont initialement 
hoisies immobiles.

L'algorithme sera stru
turé 
omme suit.

1. Initialiser les variables et 
al
uler la distribution d'équilibre f eq

i à l'aide de

f eq

i (r, t) = ρti

[

1 +
vi · u

c2
s

+
1

c4
s

(

viαviβ − c2

sδαβ

)

uαuβ

]

. (2)

2. Début de la bou
le : 
al
uler le 
hamp de vitesse u et la densité ρ ave


ρ(r, t) =

8
∑

i=0

f eq

i (r, t),

u(r, t) =
1

ρ

8
∑

i=0

f eq

i (r, t)vi.

3. Cal
uler la distribution d'équilibre f eq

i issue du point 2 à l'aide de l'Eq. (2).

4. Cal
uler fi(r + τvi, t + τ) à l'aide de l'Eq. (1).

5. E�e
tuer le �boun
e ba
k�.

6. E�e
tuer l'étape de propagation.

7. Fin de la bou
le : revenir au point 2.

On demande de :

i) Programmer l'é
oulement de Poiseuille sur un réseau D2Q9.

ii) Comparer le pro�l des vitesses obtenu ave
 la prédi
tion théorique

ux(z) =
Fx

2ν
z(h − z).


