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Exer
i
e 1.

i) Déterminons l'issue de l'épreuve (position de l'aiguille) par deux nombres : l'abs
isse x du 
entre

de l'aiguille par rapport à la droite la plus pro
he à gau
he, et l'angle ϕ que fait l'aiguille ave
 la

dire
tion des droites (
f. Fig. 1).
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Fig. 1 � Coordonnées de la position de l'aiguille.

Nous entendons par le fait que l'aiguille est jetée au hasard, que toutes les valeurs de x et de φ
sont équiprobables. Sans restreindre la généralité on peut 
onsidérer les valeurs

(x, ϕ) ∈ Ω = [0, L/2] × [0, π], (1)

et envisager le 
roisement éventuel seulement pour la droite la lus pro
he à gau
he. L'aire de

l'espa
e des événements élémentaires Ω est don
 SΩ = Lπ/2. L'aiguille 
roisera la droite en x = 0
si l'abs
isse xc est inférieure à (ℓ/2) sin ϕ (
f. Fig. 1). L'événement A qui nous intéresse,

A = {(xc, ϕ) ∈ Ω|xc < (ℓ/2) sin ϕ}, (2)

a une aire

SA =

∣∣∣∣∣

∫ π

0
dϕ

∫ (ℓ/2) sin ϕ

0
dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ π

0
dϕ

ℓ

2
sin ϕ

∣∣∣∣ = 2
ℓ

2
. (3)

La probabilité 
her
hée est don


P (A) =
SA

SΩ
=

2ℓ

πL
. (4)

Cette formule obtenue par Georges-Louis Le
ler
, 
omte de Bu�on (7 septembre 1707 - 16 avril

1788), naturaliste, mathémati
ien, biologiste, 
osmologiste et auteur français (
f. Fig. 2), a été

véri�ée expérimentalement à plus d'une reprise, en 
al
ulant à 
et e�et la fréquen
e des 
roise-

ments dans une longue série de jets. On s'en est servi pour faire une estimation appro
hée du

nombre π, dont les résultats ont été parfaitement satisfaisants.



Fig. 2 � Portrait de Bu�on. Une statue de Bu�on se trouve au jardin des plantes de Paris (1908).

ii) Programme Fortran 90 :

module fon
tions

module fon
tions

impli
it none

integer, parameter :: N=2*10**9 !number of throws

real, parameter :: length=0.5 !L=1, \ell = length of the nail < 1

real, parameter :: pi = 3.141592653589793238462643383279502884197


hara
ter*(*), parameter :: filename = 's9-1ii.txt'


ontains

!----------------------------------------------------------------------

FUNCTION ran2(idum) !Initialize idum with negative integer.

INTEGER idum,IM1,IM2,IMM1,IA1,IA2,IQ1,IQ2,IR1,IR2,NTAB,NDIV

REAL :: ran2,AM,EPS,RNMX

PARAMETER (IM1=2147483563,IM2=2147483399,AM=1./IM1,IMM1=IM1-1,IA1=40014,&

&IA2=40692,IQ1=53668,IQ2=52774,IR1=12211,IR2=3791,NTAB=32,&

&NDIV=1+IMM1/NTAB,EPS=1.2e-7,RNMX=1.-EPS)

INTEGER :: idum2,j,k,iv(NTAB),iy

SAVE iv,iy,idum2

DATA idum2/123456789/, iv/NTAB*0/, iy/0/

if(idum.le.0)then

idum=max(-idum,1)

idum2=idum

do j=NTAB+8,1,-1

k=idum/IQ1

idum=IA1*(idum-k*IQ1)-k*IR1

if(idum.lt.0)idum=idum+IM1

if(j.le.NTAB)iv(j)=idum

enddo

iy=iv(1)

endif



k=idum/IQ1

idum=IA1*(idum-k*IQ1)-k*IR1

if(idum.lt.0)idum=idum+IM1

k=idum2/IQ2

idum2=IA2*(idum2-k*IQ2)-k*IR2

if(idum2.lt.0)idum2=idum2+IM2

j=1+iy/NDIV

iy=iv(j)-idum2

iv(j)=idum

if(iy.lt.1)iy=iy+IMM1

ran2=min(AM*iy,RNMX)

return

end fun
tion ran2

!----------------------------------------------------------------------

end module fon
tions

program s9ex1ii

use fon
tions

impli
it none

real :: logplot

integer :: seed,
ross,i

seed = -14731

logplot=0.


ross=0

open(unit=1,file=filename)


lose(1,status='DELETE')

do i=1,N

if (ran2(seed)/2. < (length/2.)*sin(ran2(seed)*pi)) 
ross = 
ross+1

if ((log(real(i)) - logplot > 0.05) .or. (i==1)) then !linear # in log plot

logplot=log(real(i))

open(unit=1,file=filename,position='APPEND')

if (
ross > 0) write(1,*) i,2.d0*dble(length)*(dble(i)/dble(
ross))


lose(1)

end if

end do

end program s9ex1ii

Pour 
ertaines simulations Monte Carlo pour lesquelles on peut faire des moyennes ave
 de l'ordre

de 109
é
hantillons, il est vivement 
onseillé d'utiliser la double pré
ision. La Fig. 3 représente

la 
onvergen
e de l'algorithme vers le nombre π en fon
tion du nombre de jets N . Soit Π(N)
la valeur de π obtenue par l'algorithme, alors Π(N) = π + b/Nβ

, et don
 en prenant le log on

obtient log[Π(N) − π] = log b − β log N . En représentant log[Π(N) − π] en fon
tion de log N on

peut don
 trouver l'exposant de dé
lin β par interpolation linéaire.
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Fig. 3 � Convergen
e vers π en N−β
. La �gure prin
ipale est une représentation log-log, tandis

que la petite �gure est une représentation lin-lin. Les paramètres sont N = 2 × 109
, ℓ = 0.5,

L = 1. Le bruit statistique reste grand, et pour le diminuer il serait né
essaire de faire une moyenne

sur des réalisations indépendantes. Néanmoins, 
e
i ne s'avère pas né
essaire pour extraire une

approximation grossière de β. Par interpolation linéaire, on trouve β = 0.498 . . ., soit une valeur

pro
he de 
elle attendue β = 1/2.

Exer
i
e 2.

i) Notons que sur les ma
hines 32 bits le plus grand entier positif est 231 − 1. La fon
ion �randu�

en Fortran 90 s'é
rit :

fun
tion randu(iseed)

real :: randu,XMAX_INV

integer :: iseed,IMAX

parameter (IMAX=2147483647,XMAX_INV=1./IMAX)

iseed = iseed*65539

if (iseed < 0) iseed = iseed + IMAX + 1

randu = real(iseed)*XMAX_INV

return

end fun
tion randu

L'opération mod m est réalisée en ajoutant 231
si iseed < 0. Comme 231

n'existe pas sur les

ma
hines à 32 bits, on ajoute 231 − 1 (
'est-à-dire IMAX) puis ensuite 1.
En Mathemati
a, la fon
tion �randu� s'é
rit

a=65539; m=2^31;

randu[i_℄ := Mod[a*i,m℄



ii) La distribution des nombres aléatoires étant uniforme sur [0, 1], le résultat à trouver est donné

par

∫ 1
0 dxxk = 1/(k + 1). Programme Fortran 90 :

module fon
tions

impli
it none

integer, parameter :: N=1000000 !number of points for average

integer, parameter :: kmax=50 !kmax values to test


hara
ter*(*), parameter :: filename = 's9-2ii.txt'


ontains

!----------------------------------------------------------------------

fun
tion randu(iseed)

real :: randu,XMAX_INV

integer :: iseed,IMAX

parameter (IMAX=2147483647,XMAX_INV=1./IMAX)

iseed = iseed*65539

if (iseed < 0) iseed = iseed + IMAX + 1

randu = real(iseed)*XMAX_INV

return

end fun
tion randu

!----------------------------------------------------------------------

end module fon
tions

program s9ex2ii

use fon
tions

impli
it none

double pre
ision, dimension(1:kmax) :: moments

integer :: iseed,i,j

iseed= 123456

moments=0.d0

do i=1,N

do j=1,kmax

moments(j)=moments(j)+dble(randu(iseed))**j

end do

end do

open(unit=1,file=filename)

do i=1,kmax

write(1,*) i,moments(i)/dble(N),1./(1.+real(i))

end do


lose(1)

end program s9ex2ii

La Fig. 4 montre que les moments issus du générateur �randu� sont en ex
ellent ave
 la prédi
tion

théorique.

Ce
i n'est néanmoins pas un 
ritère su�sant pour dé
ider de la qualité d'un générateur de nombre

aléatoires. Il est né
essaire d'étudier les 
orrélations entre nombres aléatoires.

iii) Considérons les triplets yi = (xi1, xi2, xi3) de nombres aléatoires, et représentons-les en 3 dimen-

sions. Si 
es triplets sont non 
orrélés, alors ils doivent remplir le 
ube unité de façon homogène.
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Fig. 4 � Moments du générateur de nombres aléatoires �randu� et résultat exa
t. Chaque point est

issu de 106
nombres aléatoires.

Néanmoins, tous les triplets des nombres aléatoires générés par �randu� sont disposés sur seule-

ment 15 plans : la 
ombinaison 9xi1 − 6xi2 + xi3 est un entier prenant des valeurs entre −5 et 9.
Le fait que 
es triplets soient répartis sur 
es 15 plans ne dépend pas du 
hoix initial de iseed.
La Fig. 5 représente 5 × 103

tels triplets.
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Fig. 5 � Figure montrant que tous les triplets de nombres aléatoires 
onsé
utifs générés par �randu�

sont situés sur un des 15 plans 9xi1 − 6xi2 + xi3 = m, m = −5,−4, . . . , 8, 9. Nombre de points :

N = 5′000.



Le tableau 
i-dessous donne les trois premiers triplets pour iseed = 123456.

xi1 xi2 xi3 9xi1 − 6xi2 + xi3

0.767751 0.605986 0.726162 4.00000

0.903094 0.883110 0.170816 3.00000

0.076899 0.924058 0.852253 −4.00000

On peut utiliser Mathemati
a pour produire une image en 3 dimensions des triplets obtenus par

�randu� :

a = 65539; m = 2^31; i0 = 314159; npoint = 3000; nrand = 3*npoint;

randu[i_℄ := Mod[a*i, m℄

uniform = Drop[NestList[randu, i0, nrand℄, 1℄/N[m℄;

triple = Table[Take[uniform, {n, n + 2}℄, {n, 1, nrand - 2, 3}℄;

Show[Graphi
s3D[Map[Point, triple℄℄, ViewPoint -> {10, 10, -23}℄;

La Fig. 6 montre 
lairement que les points sont situés sur 15 plans.

Fig. 6 � Triplets du générateur �randu� répartis dans les plans.

Un générateur de nombres aléatoires adéquat dans la majeure partie des 
as est le générateur

�ran2� des Numeri
al Re
ipes (le 
ode Fortran 90 est donné à la �n du 
orrigé de l'exer
i
e).

En utilisant 
e générateur, on obtient une répartition homogène des points, 
omme le montre la

Fig. 7.

Le 
ode Fortran 90 permettant de générer les �
hiers pour les Figs. 5 et 7 est :

module fon
tions

impli
it none

integer, parameter :: N=5000 !number of points


hara
ter*(*), parameter :: filename1 = 's9-2iiia.txt'
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Fig. 7 � Analyse identique à 
elle de la Fig. 5, mais pour le générateur aléatoire �ran2� des Numeri
al

Re
ipes. Nombre de points : N = 5′000.


hara
ter*(*), parameter :: filename2 = 's9-2iiib.txt'


ontains

!----------------------------------------------------------------------

FUNCTION ran2(idum) !Initialize idum with negative integer.

INTEGER idum,IM1,IM2,IMM1,IA1,IA2,IQ1,IQ2,IR1,IR2,NTAB,NDIV

REAL :: ran2,AM,EPS,RNMX

PARAMETER (IM1=2147483563,IM2=2147483399,AM=1./IM1,IMM1=IM1-1,IA1=40014,&

&IA2=40692,IQ1=53668,IQ2=52774,IR1=12211,IR2=3791,NTAB=32,&

&NDIV=1+IMM1/NTAB,EPS=1.2e-7,RNMX=1.-EPS)

INTEGER :: idum2,j,k,iv(NTAB),iy

SAVE iv,iy,idum2

DATA idum2/123456789/, iv/NTAB*0/, iy/0/

if(idum.le.0)then

idum=max(-idum,1)

idum2=idum

do j=NTAB+8,1,-1

k=idum/IQ1

idum=IA1*(idum-k*IQ1)-k*IR1

if(idum.lt.0)idum=idum+IM1

if(j.le.NTAB)iv(j)=idum

enddo

iy=iv(1)

endif

k=idum/IQ1

idum=IA1*(idum-k*IQ1)-k*IR1

if(idum.lt.0)idum=idum+IM1

k=idum2/IQ2



idum2=IA2*(idum2-k*IQ2)-k*IR2

if(idum2.lt.0)idum2=idum2+IM2

j=1+iy/NDIV

iy=iv(j)-idum2

iv(j)=idum

if(iy.lt.1)iy=iy+IMM1

ran2=min(AM*iy,RNMX)

return

end fun
tion ran2

!----------------------------------------------------------------------

fun
tion randu(iseed)

real :: randu,XMAX_INV

integer :: iseed,IMAX

parameter (IMAX=2147483647,XMAX_INV=1./IMAX)

iseed = iseed*65539

if (iseed < 0) iseed = iseed + IMAX + 1

randu = real(iseed)*XMAX_INV

return

end fun
tion randu

!----------------------------------------------------------------------

end module fon
tions

program s9ex2iii

use fon
tions

impli
it none

real :: xi1,xi2,xi3

integer :: seed,iseed,i

seed = -14731

iseed= 123456

open(unit=1,file=filename1)

do i=1,N

xi1=randu(iseed)

xi2=randu(iseed)

xi3=randu(iseed)

write(1,*) xi1,xi2,xi3,9*xi1-6*xi2+xi3

end do


lose(1)

open(unit=1,file=filename2)

do i=1,N

xi1=ran2(seed)

xi2=ran2(seed)

xi3=ran2(seed)

write(1,*) xi1,xi2,xi3,9*xi1-6*xi2+xi3

end do


lose(1)

end program s9ex2iii



Exer
i
e 3.

i) Programme Matlab pour IN :

module fon
tions

impli
it none

integer, parameter :: N=1000000000 !number of points


hara
ter*(*), parameter :: filename = 's9-3i.txt'


ontains

!----------------------------------------------------------------------

FUNCTION ran2(idum) !Initialize idum with negative integer.

INTEGER idum,IM1,IM2,IMM1,IA1,IA2,IQ1,IQ2,IR1,IR2,NTAB,NDIV

REAL :: ran2,AM,EPS,RNMX

PARAMETER (IM1=2147483563,IM2=2147483399,AM=1./IM1,IMM1=IM1-1,IA1=40014,&

&IA2=40692,IQ1=53668,IQ2=52774,IR1=12211,IR2=3791,NTAB=32,&

&NDIV=1+IMM1/NTAB,EPS=1.2e-7,RNMX=1.-EPS)

INTEGER :: idum2,j,k,iv(NTAB),iy

SAVE iv,iy,idum2

DATA idum2/123456789/, iv/NTAB*0/, iy/0/

if(idum.le.0)then

idum=max(-idum,1)

idum2=idum

do j=NTAB+8,1,-1

k=idum/IQ1

idum=IA1*(idum-k*IQ1)-k*IR1

if(idum.lt.0)idum=idum+IM1

if(j.le.NTAB)iv(j)=idum

enddo

iy=iv(1)

endif

k=idum/IQ1

idum=IA1*(idum-k*IQ1)-k*IR1

if(idum.lt.0)idum=idum+IM1

k=idum2/IQ2

idum2=IA2*(idum2-k*IQ2)-k*IR2

if(idum2.lt.0)idum2=idum2+IM2

j=1+iy/NDIV

iy=iv(j)-idum2

iv(j)=idum

if(iy.lt.1)iy=iy+IMM1

ran2=min(AM*iy,RNMX)

return

end fun
tion ran2

!----------------------------------------------------------------------

fun
tion f(x)

double pre
ision :: f

real, intent(in) :: x

f=1.d0/(1.d0+dble(x)**2)



return

end fun
tion f

!----------------------------------------------------------------------

end module fon
tions

program s9ex3i

use fon
tions

impli
it none

integer :: seed,i

real :: logplot

double pre
ision :: result

seed = -14731

result=0.d0

logplot=0.

open(unit=1,file=filename)


lose(1,status='DELETE')

do i=1,N

result = result+f(ran2(seed))

if ((log(real(i)) - logplot > 0.05) .or. (i==1)) then !linear # in log plot

logplot=log(real(i))

open(unit=1,file=filename,position='APPEND')

write(1,*) i,result/dble(i)


lose(1)

end if

end do

end program s9ex3i

Pour ĨN , on a u(x) =
∫ x
0 dy ω(y) = 4x/3 − x2/3 et don
 x(u) = 2 −

√
4 − 3u. Ainsi.

g(u) =
1

1 + (2 −
√

4 − 3u)2

[
4 − 2(2 −

√
4 − 3u)

3

]−1

. (5)

Programme Matlab :

module fon
tions

impli
it none

integer, parameter :: N=1000000000 !number of points


hara
ter*(*), parameter :: filename = 's9-3ii.txt'


ontains

!----------------------------------------------------------------------

FUNCTION ran2(idum) !Initialize idum with negative integer.

INTEGER idum,IM1,IM2,IMM1,IA1,IA2,IQ1,IQ2,IR1,IR2,NTAB,NDIV

REAL :: ran2,AM,EPS,RNMX

PARAMETER (IM1=2147483563,IM2=2147483399,AM=1./IM1,IMM1=IM1-1,IA1=40014,&

&IA2=40692,IQ1=53668,IQ2=52774,IR1=12211,IR2=3791,NTAB=32,&

&NDIV=1+IMM1/NTAB,EPS=1.2e-7,RNMX=1.-EPS)

INTEGER :: idum2,j,k,iv(NTAB),iy

SAVE iv,iy,idum2

DATA idum2/123456789/, iv/NTAB*0/, iy/0/

if(idum.le.0)then



idum=max(-idum,1)

idum2=idum

do j=NTAB+8,1,-1

k=idum/IQ1

idum=IA1*(idum-k*IQ1)-k*IR1

if(idum.lt.0)idum=idum+IM1

if(j.le.NTAB)iv(j)=idum

enddo

iy=iv(1)

endif

k=idum/IQ1

idum=IA1*(idum-k*IQ1)-k*IR1

if(idum.lt.0)idum=idum+IM1

k=idum2/IQ2

idum2=IA2*(idum2-k*IQ2)-k*IR2

if(idum2.lt.0)idum2=idum2+IM2

j=1+iy/NDIV

iy=iv(j)-idum2

iv(j)=idum

if(iy.lt.1)iy=iy+IMM1

ran2=min(AM*iy,RNMX)

return

end fun
tion ran2

!----------------------------------------------------------------------

fun
tion g(u) !g(u)=f[x(u)℄/w[x(u)℄

double pre
ision :: g,du,tmp

real, intent(in) :: u

du=dble(u)

tmp=dsqrt(4.d0-3.d0*du)

g=3.d0/((18.d0 -8.d0*tmp-6.d0*du)*tmp)

return

end fun
tion g

!----------------------------------------------------------------------

end module fon
tions

program s9ex3ii

use fon
tions

impli
it none

integer :: seed,i

real :: logplot

double pre
ision :: result

seed = -14731

result=0.d0

logplot=0.

open(unit=1,file=filename)


lose(1,status='DELETE')

do i=1,N

result = result+g(ran2(seed))

if ((log(real(i)) - logplot > 0.05) .or. (i==1)) then !linear # in log plot



logplot=log(real(i))

open(unit=1,file=filename,position='APPEND')

write(1,*) i,result/dble(i)


lose(1)

end if

end do

end program s9ex3ii

ii) IN tendra vers I en N−1/2
. Si ω(x) est bien 
hoisie, ĨN tendra plus vite que IN vers I 
ar la

varian
e σ
eI pourra être beau
oup plus petite que σI . En e�et, si les di�érents é
hantillonnages

(des xi ou ui) sont statistiquement indépendants, on a

σ2
eI

=
1

N

[〈
g2

〉
− 〈g〉2

]
, g(x) = f(x)/ω(x), (6)

alors que

σ2
I =

1

N

[〈
f2

〉
− 〈f〉2

]
. (7)

Si ω(x) est 
hoisie de telle manière à 
e que f(x)/ω(x) varie peu en x [
e qui revient don
 à


hoisir ω(x) �pro
he� de f(x)℄, alors σ2
eI
≪ σ2

I .

La Fig. 8 représente f(x) = 1/(1 + x2) ainsi que ω(x) = (4 − 2x)/3.
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Fig. 8 � Représentation des fon
tions f(x) = 1/(1+x2) ainsi que ω(x) = (4−2x)/3 pour x ∈ [0, 1].

Les Figs. 9 et 10 représentent IN et ĨN en fon
tion de N , respe
tivement.

Même si les pentes obtenues par interpolation ne di�èrent guère entre IN et ĨN , on 
onstate

néanmoins en 
omparant les Figs. 9 et 10 que ĨN 
onverge nettement plus vite vers π/4 que ne

le fait IN . Cette di�éren
e de vitesse de 
onvergen
e est d'autant plus marquée que la fon
tion

f(x) est piquée.
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Fig. 9 � Diagramme log-log de IN (N). La pente de l'interpolation linéaire est de −0.513 . . ..

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.78538

0.7854

0.78542

0 1e+09

PSfrag repla
ements

log N

lo
g
(Ĩ
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Fig. 10 � Diagramme log-log de ĨN (N). La pente de l'interpolation linéaire est de −0.501 . . ..


